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Capítulo 1 


INCERTEZA E RISCO NA 
ENGENHARIA 


1.1 INTRODUÇÃO 


Incertezas são inerentes a qualquer sistema de engenharia. Incertezas se originam em nosso conhecimento 
incompleto sobre a natureza dos sistemas que projetamos e operamos, mas também na aleatoriedade 
natural dos processos envolvidos. Ações ambientais e resistência de materiais são inerentemente aleatórias, 
e não podem ser descritas completamente de forma determinista. Modelos de engenharia são sempre 
aproximados, pois não conseguem descrever com exatidão a resposta do sistema estudado. 

A Figura 1-1 ilustra a relação de causa e efeito de incertezas em sistemas de engenharia. Quando 
existe incerteza nos parâmetros de entrada de um sistema de engenharia, esta incerteza se propaga para 
a resposta. Portanto, a resposta de sistemas de engenharia também é afetada pelas incertezas, e não 
há como garantir, de forma determinista, que a resposta do sistema será sempre a resposta desejada. 
Portanto, uma consequencia importante das incertezas é que existirá uma possibilidade do sistema não 
responder conforme o esperado. Quando esta possibilidade é medida em termos de probabilidades, fala-se 
em uma probabilidade de falha. Multiplicando probabilidades de falha por custos de falha obtém-se o 
risco, que é uma das principais consequencias das incertezas. Para viabilizar a operação de sistemas de 
engenharia, o risco deve ser controlado. 


1.2 CLASSIFICAÇÃO DE INCERTEZAS 


Entre as incertezas presentes em problemas de engenharia, algumas podem ser classificadas em intrínsica 
e epistêmica. A incerteza epistêmica está relacionada ao nosso conhecimento sobre o problema. Em tese, 
a incerteza epistêmica pode ser reduzida ou eliminada através da coleta de mais dados sobre os processos 
envolvidos ou através de melhor conhecimento do problema. Incerteza intrínsica é aquela que faz parte 
da natureza dos processos envolvidos, e portanto é irredutível, não pode ser eliminada. Outro tipo de 
incerteza que não encaixa na classificação acima é o erro humano. 


1.2.1 Incerteza intrínsica 
Incerteza física 


N 


A incerteza física corresponde à aleatoriedade natural dos fenômenos físicos, quimicos, biológicos, at- 
mosféricos que nos rodeiam, e que afetam o comportamento de sistemas de engenharia. Exemplos de 
processos com incerteza física: 


1. flutuação temporal de carregamentos ambientais como vento, ondas, neve, chuva... 


2. ocorrência e intensidade de fenômenos ambientais como tempestades, tornados, ciclones, secas, 
furacões,... 


3. cargas induzidas por terremotos; 
4. variação na resistência de materiais estruturais (dentro de um mesmo lote, entre lotes, entre difer- 


entes fabricantes, etc.); 


q 
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Figura 1-1: Resposta de um sistema de engenharia sujeito a incertezas. 


5. tolerância dimensional de componentes estruturais; 
6. variação na durabilidade (ou vida útil) de componentes idênticos; 
7. flutuações de corrente elétrica; 


8. e tantas outras... 


A incerteza física pode ser reduzida através da coleta de mais informações sobre os fenômenos en- 
volvidos, mas não pode ser eliminada. A incerteza nas dimensões de componentes ou na resistência de 
materiais pode ser diminuída através de melhorias em controle de qualidade, mas também não pode 
ser eliminada. A incerteza física pode ser representada e incorporada na análise através de variáveis 
aleatórias, processos estocásticos e campos estocásticos. 


Incerteza de previsão 


Este tipo de incerteza se refere à previsão de condições futuras de um processo ou sistema. Muitas 
vezes, a informação disponível sobre determinado processo é limitadas a um curto período, mas deve ser 
extrapolada para o período de vida útil da estrutura. Extremos de fenômenos ambientais são exemplos 
típicos. 

Durante as fases de projeto e de construção de uma obra, existem grandes incertezas em relação à 
resistência dos materiais estruturais e em relação aos carregamentos que realmente atuarão na estrutura 
quando em operação. Obviamente, à medida que estas informações vão sendo coletadas, este tipo de 
incerteza pode ser reduzida ou até eliminada. No entanto, os projetos estruturais são feitos anteriormente, 
e portanto devem levar em conta a existência destas incertezas. 
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1.2.2 Incerteza epistêmica 
Incerteza estatística 


A determinação com base em amostras da curva de distribuição de probabilidades de uma variável 
aleatória ou de seus parâmetros e momentos está sujeita à chamada incerteza estatística. Quando a 
média, por exemplo, de uma variável é determinados a partir de uma amostra, a variância do resultado 
corresponde a uma incerteza estatística nesta média. Se o número de amostras é pequeno, não pode ser 
aumentado e a variável é de grande importância para o problema, então a própria média da distribuição 
pode ser representada como uma variável aleatória. Isto vale também para qualquer outro momento ou 
parâmetro de distribuição. 

Quando inferimos um modelo de distribuição para uma variável aleatória com base em um histograma 
(e.g.: ” Tal variável segue uma distribuição normal!”), o fazemos através de um teste de hipótese, que 
revela que tal afirmação só é verdadeira com determinado nível de probabilidade. Isto tambem dá origem 
a uma incerteza estatística. 

À incerteza de medição, que tem sua origem na imperfeição ou na faixa de erro do instrumento de 
medição utilizado, também pode ser classificada como uma incerteza estatística. A incerteza de medição 
pode ser incorporada na incerteza da variável medida. 


Incerteza de decisão 


A incerteza de decisão está relacionada com a definição sobre se determinado evento ocorreu ou não. Os 
estados limites de serviço, por exemplo, não possuem uma fronteira bem definida. No entanto, o uso de 
equações de estado limite requer a definição de uma fronteira clara entre os estados de falha e não falha. 
Nestes casos, convém utilizar funções de utilidade, para formular de maneira gradual a transição entre 
uma condição aceitável e a falha de serviço. 


Incerteza de modelo 


Incertezas de modelo tem sua origem na representação do comportamento estrutural através de modelos 
simplificados. Quando determinamos a resistência de um elemento de concreto armado em função das re- 
sistências do aço, do concreto, e das dimensões do elemento, introduzimos um erro de modelo. À incerteza 
de modelo pode ser representada através de uma variável aleatória, e sua distribuição de probabilidades 
pode ser determinada, por exemplo, realizando comparações entre ensaios experimentais e a resistência 
determinada via modelo. 


Incerteza fenomenológica 


A incerteza fenomenológica se refere a fenômenos inimagináveis para o projetista de uma estrutura, mas 
que vem a afetar a segurança desta ou levar à condição de falha. Em especial, a incerteza fenomenológica 
pode aparecer em projetos inovadores, para os quais novos e inimagináveis modos de falha podem existir. 

Um exemplo de falha estrutural atribuída à incerteza fenomenológica foi o colapso da ponte Tacoma 
Narrows, no Japão, em 1940. Esta ponte suspensa caiu devido à excitação dinâmica provocada pelo 
vento, um efeito aparentemente inimaginável para os projetistas da mesma. 

Outro exemplo mais recente é a queda dos prédios do World Trade Center, ocorrida nos ataques 
terroristas de 11 de setembro de 2001. O evento inimaginável, neste caso, não foi o choque dos aviões (ou 
a loucura dos terroristas), uma vez que as torres foram projetadas para resistir ao choque de pequenas 
aeronaves (e chegaram a resistor ao choque dos enormes jumbos). A falha estrutural das torres é atribuída 
ao incêndio de proporções inimagináveis (aos projetistas) que se seguiu ao choque dos aviões segiiestrados. 
As torres haviam sido projetadas para resistir a incêndios típicos de escritório (divisórias, móveis, papéis). 
No entanto, o fornidável incêndio provocado pela queima da gasolina carregada pelos aviões segiiestrados 
atingiu temperaturas muito maiores, eventualmente levando ao colapso da ligação metálica entre as lajes 
de concreto e a estrutura metálica externa. Os prédios ruíram devido à falha destas conexões. 

Devido ao seu carácter inimaginável, as incertezas fenomenológicas não podem ser incorporadas na 
análise. Em verdade, elas só se manifestam quando já é muito tarde. 


1.2.3 Erro humano 


É conhecido que grande parte das falhas de sistemas de engenharia é provocada por erros humanos. 
Isto é verdade também para estruturas. A ação direta do homem que afeta de maneira indesejável 


A 


o desempenho ou a segurança de sistemas de engenharia é chamada de erro humano. Ainda que o 
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comportamento humano tenha um enorme componente de incerteza fenomenológica (atos de loucura 
como os ataques terroristas citados), existem resultados empíricos que permitem quantificar certas ações 
ou comportamentos que levam a determinados tipos de erros humanos. É sabido também que motivação 
e treinamento podem reduzir este tipo de erro. Literatura específica pode ser consultada (Stewart e 
Melchers, 1997). 


1.3 CONFIABILIDADE E PROBABILIDADE DE FALHA 


Para produtos de engenharia de produção em massa, onde falhas são relativamente fáceis de observar 
(falhas ocorrem com relativa fregiiencia), a definição freqientista de probabilidades pode ser utilizada 
para interpretar a probabilidade de falha e o evento complementar, probabilidade de sobrevivência ou 
confiabilidade. 

Para sistemas de engenharia com falhas pouco ou não observáveis, as seguintes definições são adotadas: 

” Confiabilidade é o grau de confiança (probabilidade subjetiva) de que um sistema não falhe dentro 
de um período de tempo especificado e respeitadas as condições de operação (de projeto) do mesmo”. 

” Probabilidade de falha é a probabilidade (subjetiva) de que o sistema falhe, não atendendo às especi- 
ficações de projeto. 


1.4 RISCO 


1.4.1 Definição 


O risco associado a um determinado evento ou atividade pode ser definido como o produto da probabi- 
lidade de ocorrência do evento (ou fregtiência) pelas consequências da ocorrência do mesmo: 


risco = P[ocorrência] x consequências 


Quando as consequências de um evento E são quantificadas na forma de uma função custo C[.|, o 
risco associado ao evento E fica: 


risco[E] = P[E] x C[E] 


onde P[E] é a probabilidade de ocorrência do evento E. Desta forma, a análise de risco em sistemas 
de engenharia envolve avaliação das probabilidades de ocorrência P[E] e dos respectivos custos de ocor- 
rência C[E] relacionados com todos os eventos E. A definição acima independe do carácter do evento 
E. No entanto, em geral a palavra “risco” está associada a eventos indesejáveis. Na análise de risco em 
engenharia, os eventos E são eventos do tipo falha: falha em atender a função para a qual o sistema foi 
projetado, falha em atender a esta função com a eficiência desejada ou falha que leva a um acidente. 

Muitas vezes é dificil determinar-se o custo C[E] de forma quantitativa. Se a consequência do evento 
(falha) envolve a morte de pessoas, seria necessário atribuir um valor monetário às vidas perdidas. Se 
a consequência de falha envolve a degradação do meio ambiente, seria necessário atribuir-se um valor 
monetário à contaminação do rio, à queima da floresta, à morte de animais e plantas, à perda de bio- 
diversidade. Já para empresas que trabalham com seguros, o custo C[E] passa a ser um valor especificado 
em apólice. Esta discussão não envolve apenas administradores ou técnicos, mas a sociedade como um 
todo. Por isto, não será levada adiante. Neste curso, limitaremos a discussão à avaliação quantitativa 
da probabilidade de ocorrência P[E]. Para o aluno que estiver interessado na questão, recomenda-se 
Cameron (2000). 

Risco também pode ser definido como Probabilidade de Dano. Em palavras: 


“Risco é a chance (ou probabilidade) de um determinado nível de dano ocorrer durante 
um período específico ou associado com uma atividade específica.” 


Um exemplo simples é o risco de um funcionário em determinada atividade morrer devido a uma 
explosão. Seja: 


0.01(uma morte em 100 explosões) e 


probabilidade de morte por explosão 
frequência de explosões = 0.10 explosões por ano 


1.4. RISCO 15 





O risco de morte por ano para funcionários nesta atividade é de: 


risco/jmorte] = 0.01x0.1 
= 10" mortes por ano 


1.4.2 Exemplos e classificação de riscos 


Risco voluntário é aquele ao qual o sujeito se expõe voluntariamente, em geral para desfrutar de algum 
benefício. Muitas vezes, esta exposição ao risco é feita sem uma correta avaliação do nível de risco 
envolvido. Exemplos são: jogos de apostas, andar de motocicleta, investir no mercado de ações, praticar 
alpinismo. 

Risco involuntário é aquele imposto sobre um indivíduo ou grupo de indivíduos por atividades de 
terceiros, portanto sem a opção do indivíduo. Exemplos são todos os tipos de atividades industriais 
perigosas, que expõe tanto funcionários como a comunidade a riscos devido a vazamentos, explosões, 
incêndios. 

Risco individual é aquele que afeta um indivíduo em particular. Geralmente, é dado na forma de 
chance de morte por ano por milhão de habitantes. As Figuras (1-2) a (1-5) mostram exemplos de risco 
individual. 
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Figura 1-2: Taxa de Mortalidade e expectativa de vida por idade — população Brasileira, IBGE 2002. 


Risco social está associado com incidentes onde um grande número de fatalidades pode ocorrer: e.g., 
atividades perigosas em zonas de grande densidade populacional. Risco social expressa a relação entre 
frequência (probabilidade) e o número de pessoas sujeitas a um determinado nível de dano. A Figura 
(1-6) ilustra riscos sociais relacionados com atividades de engenharia. A Figura (1-7) mostra um mapa de 
suscetibilidade a ocorrência de tornados no sul do Brasil. A probabilidade de ser atingido por um tornado, 
associada aos danos potenciais provocados pelo mesmo, corresponde ao risco da ameaça tornádica para 
os habitantes das regiões ilustradas no mapa. 


1.4.3 Análise qualitativa: matriz de risco 


Uma matriz de risco é construída classificando-se a gravidade e a probabilidade de ocorrência do evento 
em faixas (alto, médio baixo). Esta classificação simples é feita conforme a matriz de risco ilustrada na 
Figura (1-8). 

Gravidade do evento: 


1. Evento minoritário: Impacto inicialmente limitado à pequena área no local do evento com potencial 
para consegiiências maiores na falta de ação corretiva. 


2. Evento sério: Evento que pode causar: 


(a) Lesões sérias ou morte na planta ou fora dela; 
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RISCO DE 
ATIVIDADE MORTE 
(por milhão e ano) 


Fumo (20 cigarros por dia) 

Beber Álcool 

Riscos Voluntários Alpinismo 
(média entre praticantes) Natação 
Jogar futebol 

Possuir arma de fogo 


Mineração 
Construção civil 
Indústria 


Riscos por 
área de ocupação 


Rodoviário 
Ferroviário 
Aéreo 


Riscos de transporte 
(média entre viajantes) 


Morte por câncer 

Acidentes dentro de casa 
Queda 

Atropelamento 

Homicídio 

Envenenamento acidental 
Envenenamento por plantas ou animais 
Acidentes com fogo 
Eletrocução (não industrial) 
Queda de objetos 

Uso terapêutico de drogas 
Falha estrutural 

Temporais ou enchentes 
Eletrocução por raio 

Queda de meteorito 


Riscos para toda a 
população 





Figura 1-3: Risco individual por tipo de atividade. 
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Figura 1-4: Risco individual em mortes por ano e por kilômetro rodado para viagens. 


14. 


RISCO 


Média pela 
população 


Média pela 
frota 


Percentual 
(vítimas) 


Número de vítimas não- 
fatais em acidentes 


0.18% da 
população 


1822 (vítimas por 
milhão de habitantes por 
ano) 


0.93% da 
frota 


9284 (vítimas por 
milhão de veículos por 
ano) 


Numero de 
vítimas fatais 


108 (vítimas 
fatais por milhão 
de habitantes por 

ano) 


551 (vítimas 
fatais por milhão 
de veículos por 
ano) 
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Percentual 
(mortalidad 


e) 


0.01% da 
população 


0.05% da 
frota 


Figura 1-5: Risco individual de mortes/lesão por acidente de trânsito no Brasil. (Fonte: Anuário Estatís- 
tico de Acidentes de Trânsito de 2002 —- DENATRAN). 
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Figura 1-6: Risco social em atividades de engenharia. 
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Figura 1-7: Mapa de suscetibilidade à ocorrência de tornados, fonte: NOAA - National Weather Service, 
Estados Unidos. 
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Figura 1-8: Matriz de risco (Drake e Thurston, 1993). 
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(b) Danos materiais no valor de $5 milhões na planta ou de 1 milhão fora dela. 


3. Evento grave: Evento cinco ou dez vezes maior do que um evento sério. 


Probabilidade de ocorrência do evento (f = falhas/ano): 


1. Baixa (f < 10-4/ano): Uma falha ou série de falhas com muito pequena probabilidade de ocorrência 
dentro da vida projetada da planta. Exemplo: 


(a) Três ou mais falhas simultâneas de equipamento, instrumento ou humana; 


(b) Falha espontânea de tanque ou vaso de pressão. 


2. Moderada (1074 < f < 10-2/ano): Uma falha ou série de falhas com pequena probabilidade de 
ocorrência dentro da vida projetada da planta. Exemplo: 


(a) Falha simultânea de 2 equipamentos ou 2 instrumentos; 
(b) Combinação de falha de equipamento com falha humana; 


(c) Falha de pequena linha de processo. 


3. Alta (f > 10-2/ano): Pode-se esperar que uma falha aconteça durante dentro da vida projetada 
da planta. Exemplo: 


(a) Vazamentos; 
(b) Falha individual de um instrumento ou de um componente; 
(c) Erro humano que resulta em vazamento de material. 
Classificação do risco: 
1. Região de alto risco: o risco nesta faixa provavelmente é inaceitável e deve ser eliminado ou atenuado; 


2. Risco moderado: os riscos devem ser controlados e, se possível, eliminados. Estratégias de redução 
de riscos devem ser estudadas, incluindo a sua relação custo-benefício. Riscos devem ser reduzidos 
sempre que estiverem acima da linha de riscos toleráveis; 


3. Região de baixo risco: estes riscos provavelmente são aceitáveis e continuarão assim mesmo que o 
nível de riscos tolerável seja reduzido. À localização desta zona depende do que o público, governo 
e empregados entendem como aceitável ou tolerável. 


1.4.4 O papel do custo esperado de falha em sistemas de engenharia 
O custo total esperado de operação de um sistema que apresenta risco de falha pode ser decomposto em: 
1. custo inicial ou de construção; 
2. custo de operação; 
3. custo de inspeção e manutenção; 
4. custo de descarte 


5. custo esperado de falha. 


O custo esperado de falha, que está diretamente associado ao risco, vem a ser o produto do custo de 
falha pela probabilidade de falha: 


custo esperado de falha = Plfalha] x Clfalha] 


O custo de falha pode incluir o custo de reparo ou de substituição dos equipamentos danificados, 
custo de reconstrução do sistema, custo de indenizações pagas a funcionários e terceiros em decorrência 
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da falha, e outros custos menos mensuráveis. O custo esperado total de operação deste sistema é dado 
pela soma dos custos parciais: 


custo total esperado = custo inicial 
+ custo de operação 
+ custo esperado de falha 


A Figura (1-9) ilustra como estes custos variam em função do nível de controle ou do nível de se- 
gurança utilizado na construção e operação de um sistema hipotético. Observe que o custo inicial e o 
custo de operação aumentam com o nível de controle ou de segurança utilizado, porque o aumento da 
segurança exige mais equipamentos de segurança, maior redundância de equipamentos críticos, maior 
conservadorismo na utilização do sistema, maiores gastos em manutenção. O custo esperado de falha, 
obviamente, diminue com o aumento da segurança e do nível de controle do sistema, pois a probabilidade 
de falha diminue. No entanto, isto não acontece de maneira proporcional, isto é, a partir de um determi- 
nado nível de controle ou segurança o custo esperado de falha já não se reduz de maneira significativa. 
Este é um comportamento típico de sistemas de engenharia. 

Observe que a função custo total versus nível de controle ou segurança possui um mínimo, que cor- 
responde ao nível de controle ou de segurança ideal para determinado sistema. Este nível de segurança 
ideal minimiza o custo esperado total, ou seja, maximiza o retorno obtido com a utilização do sistema. 
Observe que a determinação do nível de segurança e controle ideal exige uma análise quantitativa de 
riscos. Este é o objetivo deste curso. 
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Figura 1-9: Composição do custo esperado total de um sistema que apresenta risco de falha. 


Capítulo 2 


TEORIA DE PROBABILIDADES: 
VARIÁVEIS ALEATÓRIAS 


2.1 AXIOMAS DA TEORIA DE PROBABILIDADES 


2.1.1 Definições de probabilidades 


Seja 4 um evento qualquer, resultado de um experimento. 


Definição fregiientista 


Se o evento A é observado na vezes em n realizações do experimento, a definição fregiientista de proba- 
bilidades é dada por: 


PlAJ= lim 24 (2.1) 


Nesta definição, a probabilidade é calculada à posteriori, baseada em um grande número de observações 
do experimento. Esta definição é importante pra associar probabilidades com o mundo observável, e será 
utilizada frequentemente para interpretar probabilidades. No entanto, está definição é limitada porque, 
na prática, o número de observações nunca chegará a infinito. 


Definição clássica 


Sendo Na o número de possíveis resultados favoráveis ao evento A e N o número total de resultados 
possíveis, a definição clássica de probabilidades é dada por: 


REE 

Nesta definição, a probabilidade P[A] é encontrada à priori, antes da primeira realização do ex- 
perimento. Para evitar ambiguidade na contagem de N4 e N, é necessário que os N eventos sejam 
equi-prováveis. Em palavras, a definição é dada por: 


P(A) (2.2) 


"A probabilidade de um evento A é igual a razão entre o número de resultados favoráveis a 
A e o número total de resusltados possíveis, desde que estes sejam equi-prováveis!” 


b) 


Na definição acima, ”equi-prováveis ” significa ”com a mesma probabilidade”, o que significa que o 
objeto a ser definido passa a fazer parte da definição! Sendo assim, a definição clássica também não serve 
como definição, mas ainda assim pode ser entendida como uma interpretação de probabilidades. Esta 
interpretação é utilizada frequentemente. Muitas vezes, a definição frequentista é utilizada para definir 
os eventos equi-prováveis. 


Probabilidade como grau de confiança 


Nesta definição subjetiva, também conhecida como “definição Bayesiana ”?, a probabilidade P[A] está 
associada ao grau de confiança do sujeito em relação a ocorrência do evento 4. Enquanto a definição 
fregientista está associada à média de fenômenos repetitivos, ou à multiplas observações de um evento, 
a definição subjetiva refere-se a uma única ocorrência do evento. Exemplos: 
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? Acho que vai chover amanhã!” 
?Vou lançar uma moeda. Tenho 50% de certeza de que vai dar cara!” 


“O Grêmio Futebol Portoalegrense tem 90% de chance de ganhar o campeonato!” 


Definição axiomática 
Cada uma das definições anteriores tem a sua utilidade na solução de problemas práticos. No entanto, 


nenhuma delas se presta para a formulação de uma teoria de probabilidades. A Teoria Matemática de 
Probabilidades é baseada na seguinte definição de probabilidades: 


? A probabilidade associada a um evendo A é um número associado a este evento, que obedeçe 
aos três seguintes postulados: 

1) P[A] > 0 ,ie., a probabilidade é um número maior ou igual a zero; 

2) P[Q] = 1 ,i.e., a probabilidade de um evento certo é igual a um; 


3) P[A+ B] = P[A|+ P[B] se 4 e B eventos mutuamente exclusivos ” 


A definição axiomática será abordada novamente mais adiante. 


Aplicação 1 Interpretação das definições de probabilidade na solução de problemas de confiabilidade 
estrutural. 





SISTEMA FÍSICO, 
PROBLEMA DE 
ENGENHARIA 


' MODELO PROBABILÍSTICO | 
: DE DISTRIBUIÇÃO : 
| (def. freqientista) 





















PARÂMETROS OU 
VARIÁVEIS DO 
PROBLEMA 


Rae ER aU Neca Casa end uso cao a aa AR ea ce nah ema dtataça 


MODELO 
COMPORTAMENTAL 
SIMPLIFICADO 











' TEORIA DE 
MODELO MATEMÁTICO 
(eg. diferenciais e algébricas) 


' PROBABILIDADES 

(def. axiomática) 
SOLUÇÃO 
ANALÍTICA 



















MODELO 
NUMÉRICO 





SOLUÇÃO 
NUMÉRICA 








TOMADA DE DECISÕES NA 
i PRESENÇA DE INCERTEZAS 
(interpretação Bayesiana) 


RESPOSTA DO SISTEMA 


TOMADA DE DECISÕES 


Figura 2-1: Interpretação das definições de probabilidade na solução de problemas de confiabilidade es- 
trutural. 
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2.1.2 Teoria de conjuntos 


Definições: 


Espaço amostral O: 
Ponto amostral w; : 
Evento 4 = (w;f*: 


Evento elementar: 
Evento composto: 
Evento nulo (À : 


Evento certo: 
Espaço am. discreto: 
Espaço am. contínuo: 


conjunto de todos os possíveis resultados de um experimento 

cada um dos possíveis resultados de um experimento 

conjunto de pontos amostrais que satisfazem a uma determinada regra 
sub-conjunto do espaço amostral 9 

contém um único ponto amostral 

formado por mais de um ponto amostral 

nenhum ponto do espaço amostral satisfaz a regra que caracteriza o evento, 
ou seja, o evento é um conjunto vazio 

é aquele que ocorre com probabilidade um, e.g. P[O)=1, Pjw eN|=1. 
formado por um número finito ou infinito contável de pontos amostrais. 
formado por número infinito e incontável de pontos amostrais. 


*A probabilidade será associada apenas a eventos, e não a pontos amostrais. 


O diagrama de Venn é utilizado para representar espaço amostral, pontos amostrais e eventos. 












































9 Espaço Amostral 
º Pontos Amostrais 
Eventos 


Eventos: A=[x <3) 
B=(2,5,6) 
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Operações: 


e Existência: 


w; E À w; pertence a À ou está contido em A. 
wi; É A w; não pertence a 4 ou não está contido em 4. 


BCA B está contido em 4, i.e., todo elemento de B também pertence a 4. 


ADB A contém B, i.e., todo elemento de B também pertence a 4. 


e Igualdade: 
A=B significa que ACBeBCA. 
e Soma ou união: 


A+B, AUB elementos pertencentes a 4, a B ou a ambos. 


e Produto ou intersecção: 


A-B, ANB elementos comuns a A e B. 


e Conjuntos mutuamente exclusivos: 
ANnB=0 não tem elementos em comum 


e Evento complementar: 


A todos os elementos de Q que não estão em A: 
D=0 A+4Ã=Q 

0=0  AnÃ=O 

Se 


CA,então BD À 


e Diferença: 


& 


AUB 
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A-B todos os elementos de A que não pertencem a B: 
A-B=ANB=A-ANB 

Atenção: 

(A-B)+B%A 

(A+A)-A=0 


A+(A-AJ=A 
A-Q=A, A-N=0, N-4=A 


e Lei de Morgan: 


Em qualquer igualdade, pode-se trocar somas por produtos, produtos por somas e eventos por seus 
complementares, que a igualdade fica preservada : 

(AFB)-=ANB 

(ANB)=4+B 








2.1.3 Espaço de probabilidades 
Axiomas da teoria de probabilidades 


Um experimento é formado por um espaço amostral 2), composto de pontos amostrais w;. A definição 
dos pontos amostrais é arbitrária, não necessáriamente unânime, dependendo muitas vezes do evento 
de interesse. No lançamento de um dado, por exemplo, os pontos amostrais ” óbvios?” seriam O = 
Li, fo, f3, f4, f5, fo), sendo f; o resultado i— ésima face do dado. Para outro observador, no entanto, os 
resultados de interesse e portanto os pontos amostrais que compõem 9 poderiam ser OQ = (par, impar), 
e para outro observador poderiam ser O = (<3,> 3). 

Um experimento bem definido é aquele onde os pontos amostrais de interesse estão clara e unanbigua- 
mente identificados.Uma realização de um experimento corresponde a observação de um dos possíveis 
resultados. 


Exemplo 2 lançamento de dois dados: 


ff ff ff 


N= fofi 
fe “ Jfofe 
o espaço amostral é composto de 36 elementos. A probabilidade de que a soma das faces seja igual a 12 


é P[soma = 12] = 5 
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Exemplo 3 dois lançamentos de um dado: o espaço amostral é composto de 6 pontos amostrais QY = 
Li, fo, fa, fa, Es, fo). A probabilidade de obter um seis no primeiro lançamento é Plface = 6] = RO) 
experimento é realizado duas vezes e a probabilidade de que a soma das faces seja igual a 12 é determinada 
considerando a independência entre os resultados das duas realizações: P[soma = 12] = E = 3: 

Um evento A representa um conjunto de pontos amostrais ou sub-conjunto de 92, ao qual atribui-se o 
número P[A], chamado de probabilidade de ocorrência do evento A. Este número é atribuído de forma a 
satisfazer as seguintes condições (axiomas): 


DPM >O 
9 PO] = 
3) PIA+B] = PIAJ+ PIB] (2.3) 


A condição 3) é válida se 4 e B são eventos mutuamente exclusivos (ANB = 0). Se A e B 
não são eventos mutuamente exclusivos, então tem-se: 


PLA + B] = PIA] + P[B] - PIAN B] < P[4] + PIB] 


Dos três axiomas, resulta que: 


ou: 


Se BC A, então P[4] = PIB] + PAN B] > P[B. 


e A definição frequentista de probabilidades pode ser usada para interpretar as probabilidades definidas 
nos três axiomas. Adotando P[A] = 24, verifica-se que: 
1) é verdade; 
2) como o espaço amostral ocorre sempre e no = n, resulta que P[0] = 2 — 1; 
3) se A e B são eventos mutuamente exclusivos, então nas+p = na +np e PIA+B| = 
ca + 2B x P(A) + P(B). 


NA+B 
n 


Construção de espaços de probabilidades 


Para especificar de forma completa e unambigua um experimento, as probabilidades de todos os eventos 
possíveis devem ser conhecidas ou determináveis. Isto pode ser feito atribuindo-se probabilidades a todos 
os eventos elementares, 1.e., aqueles formados por um único ponto amostral. 


Numero finito ou contável de resultados possíveis: Sejam p4, p2,..., PN números reais tais que 
pi+ po +...+ py = 1, p; > 0 de forma que a probabilidade do evento elementar seja P[fw,;! = p;. Se o 
evento 4 é formado pelos elementos: 


A= LwWks, Wka, PRI, — Tp, + o Tha) + (km) 


então: 
P(A) = Plwr,)] + Pra) +... + Pla D] = Ps + Dho +. + Phm 


Definição classica: Assumindo todos os p; iguais, então: 


Plugl= + 


Se o evento À é formado por k elementos, então: 
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Probabilidades na linha dos reais Um espaço de probabilidades importantes é a linha dos números 
reais ou qualquer fração desta. Os resultados possíveis são números reais, muitas vezes instantes de 
tempo. Os eventos, neste caso, são somas e produtos de intervalos definidos nesta linha. Considerando 
Q como o conjunto dos números reais positivos, as probabilidades dos mais diversos eventos pode ser 
determinada uma vez conhecida a probabilidade do evento [0 <t < ti) para qualquer tj. Se a(t) é uma 
função integrável no tempo tal que a(t) > 0 e do a(t)dt = 1, então pode-se escrever que: 


PRO St<t)]=[ a(jar 
(0) 


a(t) 


Para determinar a probabilidade do evento (ty <t < to) basta observar que: 
ftO<t<to)=(0<t<thj+lti<t<to) 
Como os dois eventos à direita da igualdade são mutuamente exclusivos: 


Pfo<t<tH]H=P[fO<t<hH+PHt<t<to) 


o que resulta em: 


Pl <t<t))= [ a(jar 


ti 


Pode-se mostrar ainda que a probabilidade do evento elementar Pt = ti)] = 0, o que resulta em: 
Pt <t<tol = Pt <t<to) = Pt <t<to] = Pt <t<ts] 


Exemplo 4 Para uma distribuição uniforme no tempo, tem-se a(t) = cte. Logo, no intervalo [0,T) 


tem-se fr a(t)dt = 1 e portanto cte = 7. Se um evento (e.g., uma chamada telefonica ou a emissão de 
um elétron) acontece neste intervalo, então: 


pI£o < ishl=5 
Ph < ichj-E 


2.1.4 Probabilidades condicionais 


Seja B um evento de probabilidade não nula P[B] > 0. A probabilidade de ocorrência de um evento A 
condicional a ocorrência do evento B é dada por: 


PIANBI 


PIAIBI = SE) 


(2.4) 
Se Ae B são eventos mutuamente exclusivos, então: 
PIANB|=0..P[AIB]J=0 


Se Ac Bentão ANB=Ae: 


PIAIBI= Sig > PIA 
Se Bc Aentão ANnB=-Be: 
pi] = PBl 
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AnB=D ACB BCA 


Interpretação de frequência relativa: seja na,nB,NAB O número de ocorrências dos eventos 4, Be 
ANB em n realizações do experimento. 


PM = 24 plBjn"B, plngja?4B 
n 





n n 
- P[ANB] napn nas 
PR O PIB] Cn np np 
Logo: = 
P[A|B] = 22 
nB 


Em palavras: desconsiderar todas as realizações em que B não ocorreu equivale a definir um novo 
conjunto de observações do experimento onde o número total de realizações é np. Logo, as proba- 
bilidades condicionais a B são calculadas em relação ao número total de observações np. 


Exemplo 5 Lançamento de um dado: Q = (fi, fo, f3, Ju, fo, fer, Plfi] = 5. Qual a probabilidade de 
obter uma face 6 sendo que o resultado do lançamento foi par? 


B = fparl=(fo, lato, PIB] = 








6 
A = (fo) AnB=(f) PAnBI=5 
Logo: 
g P[AN B] 1 6 1 
P[4|B] = PHfelpar)] = PB] 6373 


Exemplo 6 Uma caixa contém 3 bolas azuis e 2 bolas brancas. Qual a probabilidade de sacar uma bola 
azul e depois uma branca? 

Sejam os eventos: A = (Itazul), B = (2ºbrancal. A solução “bruta” é obtida listando-se todos os 
resultados possíveis (20 possibilidades) ao se sacar duas bolas: 


larazy, larasy, (abr, lados, ..., Lasgboy 


Destes, seis eventos correspondem à primeira bola azul e segunda branca, logo: P[AN B] = £ 


20: 
Solução usando probabilidades condicionais: 


PIA] = : 
PIBIA] = : 
PI4ANB] = PIBIA]- P(A] 
o 0 
“45 2% 


Exemplo 7 eventos condicionais no eixo dos reais: 
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2.1.5 Teorema da probabilidade total 


Se N eventos Ay, As... An são mutuamente exclusivos e tal que sua soma corresponde a º2, então para 
um evento B qualquer pode-se escrever: 


PIB] = P[B|A;] - P[Aj] + P[B| 45]: PLAS] +... + P[B|An]- P[AN| (2.5) 
para: 


ANA; = 0, ij 
Ay + As +... + An 1 


Este resultado é utilizado extensivamente na confiabilidade estrutural. 


Da probabilidade condicional tem-se que: P[B|A1]- P[A;] = P[A;N B], de forma que a equação (2.5) 
também pode ser escrita como: 


P[B]=P|AnNB|+P[ANnB]+..+P[AynB] 


ns 


Exemplo 8 Quatro caixas possuem bolas brancas e azuis dispostas conforme a tabela: 


Caixa azuis brancas 





1 1900 100 
2 300 200 
3 900 100 
4 900 100 
» 4000 500 


Selecionando uma caixa aleatóriamente, qual a probabilidade de sacarmos uma bola branca? 
Seja C; o evento selecionar a i-ésima caixa, o que equivale a selecionar todas as bolas daquela caixa: 








1 
PIC] = Ple]=PlC)=PICJ=5 
CG +C+C +04 Q 
CsnG = 0, dE6j 


I 


Seja B o evento selecionar bola branca. Para cada caixa, temos as seguintes probabilidades condicionais: 


100 
PIB E ss 
G 2000 — 0:05 
200 
PIB E CE Si] 
Os 500 0.40 
100 
PIB E ES) 
E Too = 0:10 
1 
PIBIC4] = 00 010 











1000 — 
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Logo, utilizando o teorema da probabilidade total temos: 
P[B] = PIB|C|]- P[C;]+ P[B|C5]- P[C5] + P[B|C3] - P[C5] + P[B|C4] - P[C4] 
1 1 1 1 
= DB pe BAD DS OD 
= (0.1625 


Obs: se todas as bolas estivessem na mesma caixa, a probabilidade de selecionar uma branca seria: 


500 1 
P(B] = 20 = 1 = 01111111 


2.1.6 Teorema de Bayes 


Da expressão que define probabilidade condicional (equação 2.4), tem-se que P[AN B] = P[A|B] - P[B]). 
Como P[AnN B] = P[BN A] obtém-se que: 


P[(A|B]- P[B] = P[BIA] - P(A] 


ou: 





PI[B|A]- P[4] 
P[A|B|] = 2. 
aB=" (2.9) 
Sejam N eventos A; mutuamente exclusivos e tal que sua soma corresponde a O: 
ANA; = 0, ij 
A +A +... +AN = 
Pelo teorema da probabilidade total, chega-se a: 

PIB|A;|- PIA; 

P[A;|B] = P BAHIA (2.7) 


[BIA]: P[A:] + PIBIAs]- PIAS] + ... + PIBIAN]- PIAN] 


Exemplo 9 Quatro caixas com bolas brancas e azuis (cont.): Se a bola selecionada no exemplo anterior 
foi branca, qual a probabilidade de que ela tenha sido tirada da caixa 2? P[C5|B] =? 
Sabemos que: 

P[B] = 0.1625, P[B|IC,]=0.4, P[05]=0.25 


BICs]-PICo]  04-0.25 
PIB] 0.1625 





PICs|B] = P = 0.615 


A probabilidade P[C>|B] calculada acima é a probabilidade “a posteriori” de haver selecionado a caixa 2 
dada a seleção de uma bola branca. 


2.1.7 Independência de eventos 
Definição 10 Dois eventos A e B são independentes se: 
P[An B| = P(A]. P[B] (2.8) 


Utillizando a definição de probabilidades condicionais (eq. 2.4), conclue-se também que para dois 
eventos 4 e B independentes: 


PIAIB] = PIA] 
PIBIA] = PIB] 


ou seja, a ocorrência de B não afeta a probabilidade de ocorrência de A nem vice-versa. 


Propriedades de eventos independentes: 


1. Se Ae B são eventos independentes, então: 


PIA+ B] = PIA] + PIB] — P[A]- P[B] 
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2. Se Ae B são eventos independentes, então: 


Ae B são independentes; 
Ae B são independentes; 
Ae B são independentes; 


3. Se eventos Aj, 4s,..., Ay são independentes, então qualquer destes eventos também é independente 
de qualquer evento formado por sub-conjuntos, somas, produtos, ou complementos dos demais 
eventos. 


Independência de 3 ou mais eventos 


“Três eventos somente são independentes entre si se: 


PANA] = P[4]- PLA] 

P[AoN As] — P(A): PLAs] 

P(A NA] = P[4]- PLA] 
PANA NA] = PLA]: PLA]: PIAS] 


Se mais de dois eventos forem apenas independentes aos pares, não está garantida a independência entre 
os eventos. 


E (AnB)=(Bno)=(AnO) 
=(AnBnC) 





Exemplo 11 Seja P[A] = P[B] = P[C] = & no diagrama ilustrado. 
a) se PANB| = P[BNC] = P[ANC]= PIANBNC] = &, os eventos são independentes aos pares 
mas não são independentes entre si porque: 








PIANBncC] £ PIA]: P[B|-P[C] 


b) se PLANB] = P[BNC] = P[ANC] = P[ANBNC] = 3, tem-se que PLANBNC] = P[A]-P[B]-P[C], 
no entanto 
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2.2 VARIÁVEIS ALEATÓRIAS 


2.2.1 Definição de variável aleatória 


Uma função «x = a(t) é uma regra de correspondência que relaciona valores da variável independente t 
com valores da variável dependente x. O conjunto de valores que t pode assumir é chamado de domínio 
da função enquanto que o conjunto de valores assumidos por x corresponde à imagem da função. 

Para um determinado experimento com espaço amostral Q formado por um conjunto de pontos 
amostrais w, uma variável aleatória real X(w) é obtida atribuindo-se um número real x a cada ponto 
amostral ww, observando-se a seguinte definição: 


Definição 12 Uma variável aleatória real X(w) é uma função real que atribui a cada ponto amostral w 
de um espaço amostral Q um valor real x, tal que o conjunto (X < x) é um evento para qualquer número 
real x. 


É comum representar uma variável aleatória por uma letra maiúscula, e uma realização desta variável 
por uma letra minúscula. Sendo assim, o evento (X = x) pode ser descrito como ”a variável aleatória X 
assume o valor q”. O evento (X < x) significa ”a variável aleatória X assume qualquer valor menor do 
que x”. Claramente, sendo X uma variável aleatória, a ocorrência deste evento só pode ser determinada 
em termos de probabilidades. 

O domínio da função variável aleatória X(w) é o espaço amostral Q. Quando este domínio é formado 
por um número finito ou infinito contável de pontos, diz-se que a variável aleatória é do tipo discreta. 
Quando o domínio é formado por um número infinito de pontos, tem-se uma variável contínua. 


2.2.2 Função de distribuição acumulada de probabilidades 


Para um número real x qualquer, o conjunto (X < x) formado por todos os pontos amostrais w tais que 
X(w) < x representa um evento. A probabilidade de ocorrência deste evento é um número que depende 
de x, e que é dado pela função Fx (a). 


Definição 13 4 função de distribuição acumulada de probabilidades de uma variável aleatória X é a 
função: 
Fx(a)=PHX <ah (2.9) 


definida para qualquer numero x no intervalo (—c0 < x < +00). 


Em outras palavras, o número Fx(«x) corresponde à probabilidade de que a variável aleatória X 
assuma qualquer valor menor do que x. Esta definição é válida para qualquer tipo de variável aleatória, 
seja ela discreta, contínua ou mixta. 


Exemplo 14 Lançamento de um dado: a variável aleatória X é definida como X(fi) = 1, i.e., a variável 











corresponde ao número inteiro que aparece na face do dado. PK fi] = E 
PAC) 
1 
1 PA 3 4 5 6 x 





Propriedades da função de distribuição acumulada de probabilidades: 
1. Fx(-00)=0, Fx(+o0)= 1; 
2. Fx(.) é monotonicamente crescente, i.e., Fx (11) < Fx(x2) para qualquer x < gs. 
3. Fx(.) é contínua pela direita: 


lim Fx (x e) = Fx(a!) = Fx(x) 
E 
e>0 
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4. Para x, < x» temos: 
Pla <X< 12H = Fx(xo) = Fx(a1) 


5. Se F(x) é descontínua em x, então: 
PRX = a] = Fx(a)— Fx(xi) 
= salto de Fx(x) em «1. 


6. Se Fx(x) é contínua, não possui saltos, e portanto: 


PHX = 2zH=0 para qualquer x 


2.2.3 Função de densidade de probabilidades 


A derivada em relação a x da função de distribuição acumulada de probabilidades é chamada de função 
de densidade de probabilidades, ou fx (x): 


de 





fx(x) (2.10) 

Como a função de distribuição de probabilidades pode não ter derivadas em todo x, faz-se uma 
distinção entre variável aleatória contínuas e discretas. Esta distinção condiz com o domínio destes tipos 
de variáveis. 


Variáveis aleatórias contínuas 


Quando Fx(x) é uma função contínua de x, ainda que não diferenciável em alguns pontos, diz-se que 
a variável é contínua. O número de pontos onde Fx (x) não é diferenciável deve ser contável, de forma 
que a equação (2.10) seja válida nos pontos onde a derivada SEx (a) existe. Da equação (2.10) e das 


propriedades da função de distribuição cumulativa de probabilidades resultam as seguintes propriedades: 
—+oo 
) ud = Rs dci 


da E SE 


“feludu = Pim <X<2)] 


z1 


Para um Az pequeno, pode-se escrever ainda: 
Plr<X<r+AsHa fx(a)Ãs 
Tomando o limite com Ax — 0, chega-se a definição: 


Plz<X<r+Az) 


Ax>0 Ax pad) 





Variáveis aleatórias discretas 


Quando a função Fx (x) é descontínua, a variável aleatória é do tipo discreta. Chamando de p; o salto 
da função Fx (x) no ponto x;, tem-se: 


PUX = 2) = Ex(mi) = Ex(ei) =p d=1,200, Dop=] 


Para variáveis aleatórias discretas, a função fx (x) pode ser descrita por pulsos, onde um pulso de inten- 
sidade p; ocorre a cada ponto de descontinuidade x;: 


fx(x) = Do pisa — Ti) 
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Neste caso, a função Fx (ax) pode ser escrita como: 


Fx(x) = >»; para i tal que x; < x 


% 


Se o domínio da variável aleatória é formado por um número finito ou infinito contável de pontos amostrais, 
então esta variável é discreta. No entanto, a recíproca não é verdadeira, i.e., existem variáveis aleatórias 
discretas cujo domínio é formado por um número infinito de pontos. 


Variáveis aleatórias do tipo mixto 


Variáveis aleatórias do tipo mixto são aquelas onde Fx(ax) é descontínua mas não na forma de escada. 
Um exemplo são variáveis ”clipadas”, descritas na seção (2.3.3). 


2.2.4 Valor esperado e momentos de uma variável aleatória 
Valor esperado ou média de uma variável aleatória 


Define-se como valor esperado ou média de uma variável aleatória a integral: 


+oo 
E(X] o, vfx(a)da := (2.12) 
—0C0 

onde fx (a) é a função de densidade de probabilidade da variável aleatória X. Note que E[.] é o operador 
valor esperado, enquanto | é a média da variável aleatória (em geral, uma constante). 

Se fx(a) é interpretada como uma função de densidade de massa no eixo x, então |s é o centro de 
gravidade desta massa. 

Se fx (x) é uma função simétrica, então fx(—-x) = fx(+x) eu =0. 

Se fx (x) é simétrica em torno dez = a, então fx(a- x) = fx(x—-a)eu=a. 

Se a variável X está associada a um evento A de tal forma que: 


“ JiseweA 
x(u)=( Osewg A 


então P[(X = 1) = P[4] e: 
E[X)=1-PHX =1]+0-PHX = 0H = P[4] 


Logo, o valor esperado de X pode ser entendido como a probabilidade de ocorrência do evento 4. 
É importante observar que os valores assumidos pela variável podem nunca ser iguais à média. Por 
exemplo, num lançamento de moedas onde X seja definido da seguinte forma: 


1 se cara 
O se coroa 


x(u) = 


o valor esperado será > ainda que os únicos resultados possíveis sejam O e 1. 


É importante também estabelecer a distinção entre valor esperado, valor mais provável e mediana de 
uma variável aleatória. O valor mais provável (moda) de uma variável aleatória é o ponto onde a função 
fx(x) é máxima. A mediana é o ponto Ymea tal que P(X < tmea = Fx(Lmea) = 5. 

Para uma função g(X) qualquer de uma variável aleatória, o valor esperado é definido como: 


+oo 
Elg(X)] = / gx) fx (v)de 


— 00 


Variância 


Outra importante quantidade utilizada para descrever variáveis aleatórias é a variância, Var[X], que 
mede a dispersão da variável em torno da média: 


Var[X] := E((X — u)] := A (x — w? fx(x)da := o? (2.13) 


—00 
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Na expressão acima, a constante o é chamada de desvio-padrão, que vem a ser a raiz quadrada da 


variância: 
o=yVar[X] ou VarlX] = o” 


Enquanto a média de uma variável aleatória corresponde ao centro de gravidade da função de densi- 
dades fx (a), a variância corresponde ao momento de inércia da massa de probabilidades, e dáuma idéia 
da concentração desta massa em torno do centro de gravidade. 


Para variáveis discretas, a variância é dada por: 
Var[X] = BMX — 0] := 5 (ai — un) PUX = )] = (x — np; 
A seguinte importante relação é muito utilizada: 


Var[X] = EIX?] — EIX]? 


Momentos de ordem k de uma variável aleatória 


A média ou valor esperado de uma variável aleatória é o momento de primeira ordem desta variável. O 
momento de ordem k é, por definição: 


-++oo 
Bi =pê= ) q" fx (a)da (2.14) 


—00 


Dentro de certas restrições, o conjunto de momentos define de forma única a função de densidades fx (x) 
de uma variável aleatória. Os seguintes casos particulares são importantes: 


uº = 1 = probabilidade do espaço amostral 
u! = média ou valor esperado 
u2 = valor médio quadrático ou RMS 


Os momentos centrais de ordem k são calculados em relação à média: 


+oo 
elx mj=mt= [ (2-uf telado (2.15) 


— 00 


Os seguintes casos particulares são importantes: 


mm = 1 = probabilidade do espaço amostral 
ml = 0 

m? = o? = variância 

mê = fator de forma 


Coeficientes adimensionais 


Coeficiente de variação (c.v.): 


fo) 
Cv.=— 
u 
Coeficiente de simetria: 
a 
EE o a (0)3 
Coeficiente de planicidade ou kurtosis: 
mo 
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Desigualdade de Tchebycheff 


Para uma variável aleatória X qualquer, com média | e desvio-padrão o, a desigualdade de Tchebycheff 
estabelece: 


1 
PIX -uzcol<s 5 
ou seja: 


“a probabilidade de uma variável aleatória qualquer diferir de sua média por, no mínimo, c 


desvios-padrão, é menor ou igual a 5” 





u—-co u u+c:o 


Média e variância de uma amostra 


Seja uma amostra contendo n observações de uma variável aleatória X com média ju e variância 02. A 
média e a variância da amostra podem ser determinadas por: 








gx +tHrxs+..+ La [e 
= = ? 2.16 
: o: (216) 
o (m-72+(x,-72+..+(mn- 1 a 
= Ss o e 2.17 
U = E > (x; — E) (2.17) 


É importante observar que, para n observações da variável aleatória X, a média e a variância da 
amostra, Z e v, são diferentes da média e da variância de X, u e o2. Os estatísticos falam em média e 
variância da amostra e média e variância da população. À população, que para os estatísticos corresponde 
ao universo ou totalidade dos x; possíveis, para nós é a variável aleatória X. 

Nesta seção, será demostrado que % e v são estimadores de | e 02. Para isto, é importante notar que 
a cada nova realização ou observação da amostra de tamanho n, novos valores 71, x9,..., x, são obtidos, 
alterando também os valores de x e v. Sendo assim, é natural assumir que os valores observados x;, 
assim como a média % e a variância v, sejam variáveis aleatórias. Mais ainda, como todos os valores x; 
correspondem a observações da mesma variável, assume-se que cada variável aleatória X, tenha a mesma 
média e variância da variável X original, i.e.: 


Então, pode-se escrever: 


Epa E se E DE 


Como E[X] = q, diz-se que X é um estimador não-tendencioso da média da variável aleatória X. 
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Como as variáveis X; são independentes, tem-se que: 


202 2 2 
(xt) =0% ok Fotos, 


Logo: 


2 2 
2 no o 


E= 2 2 Droyas — 
Neste resultado, nota-se que a variância do estimador X tende a zero com n > 00. 

Utilizando raciocínio similar, pode-se mostrar ainda que (Papoulis, 1965, pg. 246): 

- n— 1 
EV] = —o (2.18) 
n 

o que mostra que V tal como definido na equação (2.17), é um estimador tendencioso da variância de X, 
o2. Esta tendência é resultado do fato de que o estimador V computa a distância entre os pontos x; e à 
média da amostra, X, e não em relação à media populacional |. Como a média da amostra é calculada 
com o mesmo conjunto de pontos x;, resulta que a variância em relação a Z é menor do que a variância 
em relação a |t, e portanto (2.17) sub-estima a variância como demonstra a equação (2.18). 

Multiplicando o estimador da variância (eg. 2.17) pelo termo —L-., pode-se corrigir a tendenciosidade 
do mesmo. Ássim, um estimador não-tendencioso da variância é obtido como: 





sc > ma)? (2.19) 


n— 14 


A equação (2.19) é utilizada ao invés de (2.17). 

A expressão (2.19) exige que a média amostral seja determinada preliminarmente, e que os pontos 
x; sejam armazenados para avaliação da variância. Isto nem sempre é conveniente, por exemplo quando 
o tamanho da amostra n é grande. Uma expressão alternativa, que permite a avaliação da variância à 
medida que os resultados x; vão sendo obtidos, é: 


ntateh a Zi) (2.20) 





v= 


Exercício 15 Demonstre que (2.20) é igual a (2.19). 


2.3 MODELOS ANALÍTICOS DE FENÔMENOS ALEATÓRIOS 


2.3.1 Variáveis aleatórias discretas 
Generalidades 


Uma variável aleatória com domínio formado por um número finito ou infinito contável de pontos 
amostrais é do tipo discreto. Seja n o número de pontos amostrais de uma variável discreta X, que 
assume os valores x; i = 1,2,...,n tal que: 








PHX x; +] Di; ) 1252 1 
Dn 
1=1 


A função de densidade de probabilidades fx (x) pode ser descrita pela função delta de Dirac (ô(x)), 
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onde um pulso de intensidade p; ocorre a cada ponto x;: 


fx(m) = > poda — 5) (2.21) 


A função de distribuição cumulativa de probabilidades Fx (x) pode ser escrita como: 


Fx(a)= > pi (2.22) 


v;<a 


O valor esperado ou média é dada por: 
H= Do mPUX =1;H= > tu; (2.23) 
e a variância é dada por: 


o = > (e — W2p; (2.24) 


Distribuição uniforme discreta UD(a,b,n) 


A distribuição uniforme mais simples que existe é aquela em que todos os n pontos amostrais que formam 
o domínio são equi-prováveis. Neste caso, tem-se: 


d; 
Pi=— 
n 


Se X apresenta distribuição uniforme nos inteiros consecutivos entre a e b (escrevemos X » UD(a,b,n)), 
para a <b, então: 





Experimento de Bernoulli 


A realização de um experimento que possue apenas dois resultados possíveis (dois pontos amostrais) é 
chamado de tentativa de Bernoulli. Os resultados possíveis podem ser do tipo sucesso ou falha, cara ou 
coroa, zero ou um, preto ou branco, flip ou flop, ying ou yang, etc. Em geral, os dois resultados possíveis 
podem ser a ocorrência ou não de um evento de interesse. Neste caso, p é a probabilidade de ocorrência 
do evento de interesse a cada realização do experimento e q = 1 — p é a probabilidade de não-ocorrência. 

A grandeza que define o evento de interesse pode ser contínua, i.e., pode assumir mais do que dois 
valores. Ainda assim, obtém-se uma tentativa de Bernoulli ao definir-se um valor limite ou crítico para 
a variável de interesse. Exemplos: 


1. cheia de um rio: o evento de interesse é a ultrapassagem do nível da barragem, em um determinado 
período, os dois resultados possíveis são ultrapassagem e não ultrapassagem do nível; 


2. terremoto de determinada intensidade; 
3. presença ou não de uma molécula rara em uma amostra; 
4. presença ou não de um defeito em um componente; 


5. resposta certa ou errada a um teste; 


Distribuição Binomial BN(n, p) 


À repetição independente de um experimento com apenas dois resultados possíveis dá origem a uma 
segiência Binomial ou de Bernoulli. Uma segiiência de Bernoulli é caracterizada pelas seguintes condições: 
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1. cada realização do experimento possui apenas dois resultados possíveis: ocorrência ou não ocorrência 
do evento de interesse; 


2. a probabilidade p de ocorrência do evento de interesse permanece constante nas n repetições; 


3. as realizações são independentes, i.e., o resultado de uma realização não altera a probabilidade p 
da próxima ou de qualquer outra realização. 


Exemplo: se as máximas cheias anuaisde um rio são independentes, e a probabilidade de exceder 
determinado nível permanece constante a cada ano, então a cheia máxima anual ao longo de uma série 
de anos será uma sequência de Bernoulli. 

Uma sequencia mista com n observações de ocorrências ou não ocorrências do evento de interesse é 
obtida em n realizações independentes do experimento de Bernoulli. Por exemplo: 


w = f0,0,n,0,n,n,0,N,0,0,n,n,n) 


Como as tentativas são independentes, a probabilidade de que em uma determinada segiiência w apareçam 
a ocorrências e n — x não ocorrências é: 


TN—L 


Pl[x ocorrências e n — x não ocorrências | = p”q 


O número de possíveis sequências w que resultam em exatamente x ocorrências (e n — x não ocorrências) 
em qualquer ordem é igual ao número de combinações de x ocorrências em n realizações, ou combinação 


de n objetos x a q: 
no. n! 
Tv) agl(n—a)! 


Como todas as segiencias w são equiprováveis, obtém-se: 


Pl[fa ocorrências em n realizações) = ( E ) pºq"* 


Uma variável aleatória X que conta o número x de ocorrências em n realizações deste experimento 
segue uma distribuição Binomial com parâmetros n e p (escreve-se X — BN(n,p)). A função de densidade 
de probabilidades de X é dada por: 


PHX = zh = P[(ax ocorrências em n realizações) = ( A Jr (2.25) 


A função de distribuição cumulativa de probabilidades é dada por: 
— - n kin—k 
ptxsi=D (E) (2.26) 
k=0 
O valor esperado e a variância de X são: 
n=mp 
o = npq (2.27) 
A distribuição Binomial possui a importante propriedade: 


BN(na,p) + BN(no,p) = BN(m +no,p) 


Quando mais de um resultado é possivel na realização do evento de Bernoulli, obtém-se uma dis- 
tribuição multi-nomial. 


Distribuição Geométrica G(p) 


O experimento descrito na seção anterior, que dá origem à distribuição Binomial, representa segiiências 
com um número fixo de realizações de Bernoulli independentes. A variável aleatória X que conta o 
número (variável) de tentativas de Bernoulli até a primeira ocorrência do evento de interesse segue uma 
distribuição geométrica com parâmetro p (X =» G(p)). A função de de densidade de probabilidades de X 
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é dada por: 
PUX = 2) = po”! (2.28) 


A função de distribuição cumulativa de probabilidades é dada por: 
PUEX <a]= > pq! (2.29) 
O valor esperado de X é calculado como: 
u= Dem A=pmA+M9+3Ê+..) 


Como q < 1, a série entre parenteses converge para >» de forma que: 


1 
= = 2.30 
e (2.30) 
A variância de X é obtida como: 
q 
o = e) (2.31) 


A contagem do número de tentativas até o primeiro sucesso não tem um ponto inicial fixo ou deter- 
minado. Como as tentativas são independentes, a contagem do número de tentativas pode iniciar em 
qualquer tentativa, sem mudar a distribuição de probabilidades de X. Esta propriedade da distribuição 
geométrica é chamada de propriedade da falta de memória. 


Exemplo 16 Exemplo 3.10 (Ang e Tang, 1975, pg. 109) 


O período de retorno - versão discreta 


Em problemas envolvendo tempo (ou espaço), onde tempo (ou espaço) seja descrito de maneira discreta 
(em termos de intervalos), o número de intervalos até a primeira ocorrência do evento de interesse é 
chamado de tempo até a primeira ocorrência (first occurence time). Se o evento de interesse ocorre ao 
longo destes intervalos como uma segiiência de tentativas independentes de Bernoulli, então o tempo 
até a primeira ocorrência é uma variável aleatória descrita por uma distribuição geométrica. Devido à 
propriedade da falta de memória, este é também o tempo (aleatório) entre ocorrências sucessivas. 

Sendo T' o número de intervalos entre ocorrências sucessivas (ou até a primeira ocorrência), o assim 
chamado período médio de recorrência ou período médio de retorno (mean recurrence time ou average 
return period) é dado pelo valor esperado: 

1 
tr p 

É importante observar que tir é o tempo médio de retorno do evento de interesse, enquanto que T' é 
o tempo aleatório (em número de intervalos) entre ocorrências. 

A probabilidade de não ocorrência do evento de interesse durante o tempo médio de retorno é: 


P[(não-ocorrência em [1 intervalosH = (1 — p)!7 (2.32) 


Para eventos raros (com pequena probabilidae de ocorrência p ou grande período médio de retorno jp), 
a expansão do binômio em (2.32) resulta em: 


P[(não-ocorrência em | intervalosH | = exp(—pur) 
= exp(—1) = 0.368 


Portanto, a probabilidade de ocorrência do evento de interesse dentro do período de retorno é: 


Plfocorrência em uy intervalosH = 1-— 0.368 


= 0.632 (para uy grande ou up > 10 intervalos) 


A versão contínua da distribuição geométrica é a distribuição exponencial, que será estudada adiante. 
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A distribuição exponencial dá origem à versão contínua do período de retorno, que também é descrito 
adiante. 


Exemplo 17 Exemplo 3.12 (Ang e Tang, 1975, pg. 111) 


Processo de Poisson e distribuição de Poisson PN(A) 


Quando uma segtiência de Bernoulli ocorre ao longo de um contínuo (tempo ou espaço), com intervalos 
(de tempo ou de espaço) tendendo a zero, número de tentativas de Bernoulli tendendo a infinito e 
probabilidade de ocorrência do evento de interesse em cada tentativa tendendo a zero, origina-se um 
processo chamado de processo de Poisson. Neste processo, o evento de interesse pode ocorrer a qualquer 
instante no tempo ou qualquer ponto no espaço, e mais de uma ocorrência pode acontecer em qualquer 
intervalo de tempo (ou espaço). A variável aleatória que conta o número de ocorrências do evento de 
interesse em um determinado intervalo de tempo segue uma distribuição de Poisson. 
Exemplos de processos de Poisson são: 


1. ocorrência de um terremoto a qualquer momento e em qualquer local em uma zona sujeita a abalos 
sísmicos; 


2. ocorrência de um defeito ao longo de um produto trefilado de aço ou em um tecido; 
3. ocorrência de uma trinca ao longo de um cordão de solda; 


4. ocorrência de um acidente a qualquer momento em uma estrada. 
Formalmente, o processo de Poisson está baseado nas seguintes premissas: 


1. um evento de interesse pode ocorrer aleatóriamente a qualquer instante no tempo e/ou em qualquer 
ponto no espaço; 


2. a ocorrência de um evento em determinado intervalo (de tempo ou espaço) é independente da 
ocorrência em qualquer outro intervalo não coincidente; 


3. a probabilidade de ocorrência do evento em um pequeno intervalo At é pequena e proporcional 
a At, pode ser calculada por vAt (onde v é a taxa média de ocorrências), e a probabilidade de 
ocorrência de dois ou mais eventos no pequeno intervalo At é negligível. 


É fácil perceber que estas premissas são conseqiiência natural da convergência da segiiência de 
Bernoulli em um processo de Poisson. 

Com n > 00 e p — 0 em uma segiiência de Bernoulli,o número médio de ocorrências em um intervalo 
de tempo de tamanho t é dado por À = np, uma constante maior do que zero que caracteriza o processo de 
Poisson. Dividindo-se este número pelo tamanho do intervalo t, obtém-se a taxa média v de ocorrências 
(no tempo ou espaço) do evento de interesse: 


V= 


A 
A ou A=vt=np 


Pode-se mostrar (Ang e Tang, 1975, pg.116) que no limite com n — oo a probabilidade PH X = x) 
na equação (2.25) tende a: 





PHX = zh = P[(x ocorrências em tH = (on exp[-vut] (2.33) 


Esta vem a ser a função de densidade de probabilidades da variável aleatória X que descreve o número 
de ocorrências do evento de interesse no intervalo de tamanho t. A função de distribuição cumulativa de 
probabilidades é dada por: 

z k 
(vt) 


PUX SMS, a expl-vt] (2.34) 
k=0 





O valor esperado e a varância de X são: 


[4] 


o = ut (2.35) 
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Na prática, a relação np = vt = À, que dá origem à distribuição de Poisson é satisfeita, por exemplo, 
com n = 50 para p < 0.1 ou com n = 100 para p < 0.05. À distribuição de Poisson possue a importante 
propriedade, herdada da distribuição Binomial: 


PN(A) +PN(Ão) = PN(As + Às) 
A variável aleatória que descreve o tempo entre ocorrências sucessivas em um processo de Poisson 


segue uma distribuição exponencial, que é apresentada na seção (2.3.2). 


2.3.2 Variáveis aleatórias contínuas 
Generalidades 


Uma variável aleatória com domínio formado por um número infinito e incontável de pontos amostrais é 
do tipo contínuo. Seja fx (x) a função de densidades de probabilidades de uma variável aleatória contínua 
X. A função de probabilidades acumuladas é: 


Pela) = [ * fetuda 


O valor esperado e a variância são calculados por: 


Ho = E ixtajda 





Distribuição causal 


A distribuição causal não é propriamente uma distribuição estatística. Ela é utilizada para representar, 
na forma de uma variável aleatória, um valor determinístico. As funções de probabilidade podem ser 
escritas como: 

fx(x) = ó(x0); —oo<z<o 

Fx(x) = H(xo)) -—-oo<ar<o 


onde ó(x9) é a função delta de Dirac e H(x9) é a função de Heavyside. 
Os momentos da variável causal são sy = x) eo = 0. O único parâmetro é valor determinístico xo. 


Distribuição uniforme U(a,b) 


A distribuição uniforme descreve eventos que são equi-prováveis entre dois limites a e b. As funções de 
probabilidade são: 











1 
fx(r) = : a<r<b 
b—a 
Fx(a) = a a<r<b 
b— a 
Os momentos são: 
co a+b 
Rs aa 
Do (b— a)? 
os To 
Parâmetros: 
= ao 
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Distribuição normal N(j,o) 


A variável aleatória normal é talvez a mais conhecida e a mais utilizada. E também uma das distribuições 
mais simples, pois os únicos dois parâmetros são os próprios momentos, média e desvio-padrão . 
A função de densidades de probabilidade é: 


fx(x) = i es [3 (E8)] —-0<x<o (2.36) 





Vo: 





Eh ns 2 
Ex(o)= | eo [5 (58) o -w<2€00 (2.37) 


Infelizmente, esta integral não possui solução analítica. Em geral, ela é resolvida numéricamente, e 
os resultados utilizados para construir tabelas de referência ou aproximações polinômicas para Fx (a). 
Tais resultados são apresentados em termos de uma distribuição normal com média nula e desvio-padrão 
unitário, chamada de distribuição normal padrão. Qualquer variável aleatória com distribuição normal 
X - N(u,o) pode ser transformada em uma variável normal padrão Y fazendo: 


X- 
gs à 
o 


Para a variável normal padrão Y, as funções de probabilidades são : 





fry) = dy) = o» | | 00 <y<o (2.38) 
Fy(y) = j plz)dz —0<y<o (2.39) 


Uma tabela com valores da função P(y) é apresentada no apêndice 9.8. Na seção 2.9.2 são apresentadas 
aproximações polinômicas para a função B(y) e sua inversa 

Para a variável aleatória X » N(u,o), a distribuição cumulativa de probabilidades Fx (x) é determi- 
nada a partir de O(y): 





Distribuição log-normal LN(),€) 


Se uma variável Y tem distribuição normal, então a variável X = exp[Y] tem distribuição log-normal 
(X =» LN(A,6)). As funções de probabilidade são: 


- 1 1/In(x) = AN? 
fla) ee a ( é | 0<zx<o0o 


Fx(z) = o [NEH] o<a<o 





Os momentos de uma variável log-normal são: 
u = expA+0.5€] 


Hu (expl2] — 1) 


o 


e os parâmetros são calculados a partir dos momentos por: 


= In(u) — 0.5€º 
In(1+(0/n)?) (2.40) 
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Figura 2-2: Probabilidades associadas aos diferentes intervalos de confiança, distribuição Normal. 


Os parâmetros da distribuição normal equivalente são: 


pe = ae(l-lIn(x) +A) 


fo) = FÊ 


Distribuição exponencial EXP(v) 


Quando um evento ocorre ao longo do tempo segundo um processo de Poisson, o tempo (aleatório) até 
a primeira ocorrência T4 segue uma distribuição exponencial. O evento (Ti > t) representa nenhuma 
ocorrência no intervalo de tamanho t. Logo, da equação (2.33) obtém-se: 


PUT; > 8] = PUX = 0)] = ep(cut) 
Sendo assim, a função de distribuição cumulativa de probabilidades de T4 é dada por: 
Fr(t)=PHTN <t]=1-exp[-vl], t>0 (2.41) 
Derivando em relação a t, obtém-se a função de densidades: 


= aPr(t) 


fr(t) É 





= vexp[-vt], t>0 (2.42) 


A distribuição exponencial possue um único parâmetro, que é a taxa média (no tempo ou espaço) de 
ocorrência de eventos, v. Quando esta taxa é cosntante no tempo, os momentos estatísticos são: 


Um = 


elmejm 


(2.43) 


OT — 

À distribuição exponencial é a análoga contínua da distribuição geométrica. Devido à falta de memória 

do processo de Poisson, o tempo até a primeira ocorrência é também igual ao tempo entre ocorrências ou 
período de retorno, análogo contínuo ao tempo de retorno discreto descrito na página (40). Assim, ur, 
vem a ser o período médio de retorno para eventos que ocorrem ao longo de um contínuo. Note como 


tr, = i se compara com > na segiiência de Bernoulli. 
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Exemplo 18 Exemplo 3.18 de (Ang e Tang, 1975, pg. 121) 


Distribuição exponencial deslocada EX P(v,c) 


O processo de Poisson que dá origem à distribuição exponencial na seção anterior tem seu início no 
instante t = O. Uma situação mais geral é aquela de um processo que inicia no instante t = c. À variável 
aleatoria resultante, que descreve o tempo até a primeira ou entre ocorrências a partir do instante e, 
segue uma distribuição exponencial deslocada. Se X =» EXP(v,€), então as funções de probabilidade 


sao: 


fx(z) = vexpl-v(z—c)], exs 
Fx(a) = I-expl-u(x-—e)], e<r 


E qaqlm 


Distribuição Rayleigh deslocada RAY (n,c) 


Funções de probabilidade: 








E Edo |-3(15)', E 











1 E ua 
Fx(a) = 1-exp 5(E *) » EXL<LO 
214 m 
Momentos: 
uu = n 3 E 
VIE 
fm 2 — — 
o n 9 
Parâmetros: 
fo) 
é E 
2-3 
N 
e = — - 
u=—mn 2 
Distribuição logística LOG (4,0) 
Funções de probabilidade: 
q (vu) 
exp [5 = 
fx(z) = O SETTE —00 <7< oo 
mt ix—u 
(rem 852) 
1 
Fx(x) = >> ———— -o<z<o 





Os parâmetros e momentos são u e o. 
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2.3.3 Variáveis aleatórias do tipo misto 


Uma variável aleatória do tipo misto (também chamada de clipada) Y é obtida a partir de uma variável 
aleatória contínua Z, estritamente positiva, definindo-se: 


p = PY =0 
q = PY >o0 


conforme a figura (2-3). As funções de distribuição de probabilidades de Y são obtidas a partir das 
distribuições de Z: 


Fy(y) pH(0) + qFz(y) 
frly) = pó(0)+aq fz(y) 


onde ó(y) é a função delta de Dirac e H(y) é a função degrau. 



































HO) F,(y) 
1.+ 
1.+- 
p 
x E FE) 
Éos [0.5 
q LO) 
p 
0 1 0 
0 t 2 3 0 1 2 3 


Figura 2-3: PDF e CDF de variável aleatória clipada com p = 0.2 e q = 0.8. 


2.4 DISTRIBUIÇÃO CONJUNTA DE PROBABILIDADES 


Na seção anterior, consideramos problemas envolvendo variáveis aleatórias individuais, isoladas. Nesta 
seção, estudadas as características e propriedades de conjuntos de variáveis aleatórias. 


2.4.1 Função conjunta de distribuição cumulativa de probabilidades 


Sejam duas variáveis aleatórias X e Y. Os conjuntos (X < zhe (Y < y+ formam eventos cujas probabil- 
idades são dadas por: 


Es) 
pm 
= 
IA IA 
«S 
= 
A 
= 


onde Fx(x) e Fy(y) são as funções de distribuição cumulativa de probabilidades das variáveis X e Y. 
O produto destes dois conjuntos forma um evento: 


tX<iHY<yp=tX<eY<y 


A probabilidade deste evento, que é função de x e y, é chamada de função conjunta de distribuição 
cumulativa de probabilidades: 
Fxrte,y)=PHX <2,Y <y)] (2.44) 


Neste contexto, e para evidenciar a diferença entre estas funções, as distribuições Fx (x) e Fy(y) são 
chamadas de distribuições marginais de probabilidades. Em geral, a distribuição F'xy (x,y) não pode ser 
determinada a partir das distribuições marginais Fx (x) e Fy(y). Isto ocorre porque a função Fxy (x,y) 
estabelece características de comportamento conjunto das variáveis X e Y, que não estão presentes nas 
funções Fx (x) e Fy (y). Por exemplo, a probabilidade descrita na equação (2.44) muda se as variáveis X e 
Y forem dependentes ou independentes. Ainda assim, pode-se fazer algumas observações sobre F'xy (x,y), 
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conforme segue. Como fy < oo) é um evento certo, tem-se que: 


T,Y <oj=(X<z) 


< 
< c,V<yp=[Y<y) 


SERES 


Portanto, a seguinte relação entre distribuições conjuntas e marginais pode ser feita: 
Fxy (2,00) E Fx(a) 
Fxr(o0,y) = Ey(y) 
Mais ainda, como (X < c0,Y < ooj é um evento certo, tem-se que: 
Fxy (0, 00) =1 
e, de maneira equivalente: 
Fxy(—oo, —00) =— O) 
2.4.2 Função conjunta de densidades de probabilidades 


Se a função Fxy (x,y) possui derivadas parciais até segunda ordem, então a função: 


E: 92 F xy (x,y) 
fxy (1,9) = “Oy 


é a função conjunta de densidades de probabilidades das variável aleatória X e Y. Por analogia a equação 
(2.11), pode-se escrever também: 


jm PÚZSX<Se+AySY<y+A)) 


— Ar50 AzxA 
Ay>0 y 


fxy (2,9) 


fxy(2,y) >0 para todo (x,y) ER? 


Para elementos diferenciais dx e dy, pode-se escrever ainda que: 
txylr,y)didy=Ple<X<ar+dey<Y<y+dy) (2.45) 


As funções conjuntas de densidade e de distribuição cumulativa de probabilidades para duas variáveis 
X e Y são ilustradas na figura (2-4). 


2.4.3 Conteúdo de probabilidade para um domínio D qualquer 


Seja D uma região do plano xy formada por somas e/ou produtos de intervalos (eventos) definidos nas 
variáveis q ey. O evento ((x,y) € D) corresponde a todas as realizações w tais que o ponto de coordenadas 
e(w), y(w) está dentro da região D. O evento (f(x,y) E DJ pode ser escrito como o limite de uma soma 
de eventos mutuamente exclusivos da forma: 


(r<X<ae+rde,y<Y<y+ dy) 


tal que: 


Plf(x,y) € DJ = N Fi festa dady (2.46) 


Esta quantidade também pode ser interpretada como a massa de probabilidades na região D. 


2.4.4 Funções marginais de probabilidades 


Com a formulação apresentada acima, a função marginal de distribuição cumulativa de probabilidades 
da variável X pode ser escrita como: 


Fx(x) = Fxy(x,00) = [o a fxy (uu, v)dudo (2.47) 
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De maneira semelhante, tem-se: 
y +00 
Fr) = Exvloo) = | [  fevuso)dudo (2.48) 


Derivando-se (2.47) em relação a x e (2.48) em relação a y, obtém-se a relação entre as densidades de 
probabilidades conjuntas e marginais: 





feto — so ado (2.49) 
fr(y) = fe. teres (2.50) 


As funções marginais de densidade de probabilidades para duas variáveis X e Y são ilustradas na 
figura (2-4). 


2.4.5 Funções condicionais de probabilidades 


Seja a condição (X = x] tal que fx (x) £ 0. A distribuição condicional de Y, dado que (X = x), é dada 
pelo limite: 


BuX = 0)= dim PWo<X<0+ 2) 
Fxyta a Ax,y) ES Fxy(x,y) 








= hi 
ADoO Fx(x+ Ag) — Fx(x) 
OF xy (x,y) 
T TdEx() 
da 
Portanto: p is p aco 
= fxy (a, v)do oo JXYIT,U dv 
hyyX=n)=>"TD———— = 1 ————— (2.51) 
fx(2) Seo fxy (x, y)dy 
Derivando em relação a Y obtém-se: 
pqit=9 = CU Dedos) (2.52) 


Íx(x) [PS fxy(e,y)dy 


Este resultado pode ser generalizado para a condição (Y = y), resultando: 





as SE) fxy (x,y) 


Note a semelhança destas expressões com a equação (2.4). As funções condicionais de densidade de 
probabilidades para duas variáveis X e Y são ilustradas na figura (2-4). 


Exemplo 19 Distribuições conjuntas, marginais e condicionais de duas variáveis aleatórias discretas 
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Figura 2-4: Densidade conjunta de 2 variáveis aleatórias. 


2.4.6 "Teorema da probabilidade total (versão contínua) 


Reunindo resultados anteriores, tem-se das equações (2.50) e (2.52) que: 


—+oo 
fey) = ) fev (e, y)de 


(0,0) 


fxylar,y) = frlyulX=a)fxla) 
Combinando as duas equações, segue que: 
—+oo 
f)= [fx =a)futado (2.54) 


Este resultado mostra que, para eliminar a condição (X = x), basta multiplicar pela função fx(x) e 
integrar em x. 


Combinando agora as equações (2.52) e (2.53), obtém-se uma versão contínua para o Teorema de 


Bayes: 
fx (2 =y)fyr(y) 
f(x) 





fy(yX = «:) — 


Compare este resultado com a equação (2.6). 


2.4.7 Variáveis aleatórias independentes 


Definição 20 Duas variáveis aleatórias X eY são ditas independentes se os eventos (X < x) elY <y) 
são independentes para qualquer (x,y) E R2, de forma que: 


PUX <2Y<y]=PUX <P <9)] (2.55) 
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Como consegiiência, tem-se que: 


Exylz,y) = Fx(a)Fy(y) 
fxyrlz,y) = fx(x)fy(y) 
frlyX = a)=f(y) 
fx(aY = y)=fx(x) (2.56) 


2.4.8 Covariância 


Quando duas ou mais variáveis estão definidas no mesmo espaço de probabilidades, é importante descrever 
como elas variam conjuntamente. Uma medida linear da relação entre duas variáveis aleatórias é a 
covariância, definida como: 

Cox, Y] = EX = pu — 4) (2.57) 


Este resultado também pode ser dado por: 


CovX,Y] = EM(X -usz)Y — uy)] 
á f (2 — o)(y— ty) fev (x, y)dedy 


= ) É (xy — ytx — vty + uxtiy) fxy (x, y)dady 








4 / vyfxy (x, y)drdy — uyux — uxty + xy 


(0,0) 


EIXY] — uxty (2.58) 


Note ainda que a covariância de uma v.a. com ela mesma corresponde à variância desta variável: 
Cov[X, X] = E((X — ux)”] = Var[X] 
Uma medida adimensional da covariância entre duas v.a.s é dada pelo coeficiente de correlação: 


Cov|X,Y] 
ESTE 2. 
Pxy RE (2.59) 


Este coeficiente adimensional varia entre os valores: 
—1<pxy <1 


O valor pxy = 1 implica correlação positiva e perfeita. O valor pxy = —1 implica correlação negativa 
e perfeita. 

A figura (2-5) ilustra diferentes possibilidades de covariância entre v.a.s, representadas pelo coeficiente 
de correlação. Observe que a covariância implica dependência entre duas v.a.s, mas covariância nula não 
implica em independência, conforme ilustrado na figura. Covariância é um caso especial de dependência 
linear, sendo outras formas de dependência também possíveis. 


Exemplo 21 Seja Y = g(X). Existe uma relação funcional de dependência entre as variáveis X e Y. 
No entanto, se a função g(.) for altamente não linear, então a covariância de X eY é nula! 


2.4.9 *Momentos conjuntos de ordem arbitrária de duas v.a. 
Os momentos conjuntos de ordem arbitrária de duas variáveis aleatórias X e Y são definidos como: 
nm ="E xtyn 


[ ] 
—+oo -+oo 
Pi 1ºy" fxy (x,y) daedy 


ol 
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O<p<l 


O<p<-1 









































0<p<1 


O<p<1 


O<p<l 























Figura 2-5: Exemplos de covariância (dependência linear) entre duas variáveis aleatórias. 
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A soma k + n corresponde à ordem do momento conjunto. Os momentos de segunda ordem u?º e uº2 
correspondem ao segundo momento das variáveis X e Y, respectivamente. O momento de segunda ordem 
gl! é de particular importância: 


ul! = EIXY] = Fo [o vyfxy (x, y)dady 
pois está relacionado com a covariância (equação 2.58): 
E(XY] = Cov/X,Y] + uxuy 
Os momentos centrais de ordem arbitrária são definidos como: 
mir = EMX = mu )t(Y — uy)" 


-++oo -+oo 
F / (2— my — uy)" fx (e, y)dedy 


20 0 


Os momentos centrais de segunda ordem m?º e mº2 correspondem às variâncias de X e Y, respectivamente. 
O momento central de segunda ordem m!! corresponde à covariância como pode ser observado na equação 
(2.57). 


2.4.10 Problemas envolvendo muitas variáveis aleatórias 


Até este ponto nesta seção consideramos as distribuições de probabilidades conjuntas e outras pro- 
priedades para pares de variáveis aleatórias. Nos problemas de engenharia, as variáveis aleatórias 
apareçem em grupos muito maiores. Nesta seção, apresentamos a notação utilizada para lidar com 
problemas envolvendo muitas variáveis aleatórias. Colocando de maneira simples, a determinação de 
estatísticas em problemas envolvendo muitas variáveis aleatórias é o objetivo principal da análise de con- 
fiabilidade estrutural. Sendo assim, resultados nã são apresentados nesta seção, mas nos capítulos que 
seguem. 

Um conjunto de variáveis aleatórias (X1, X5,..., Xny sempre pode ser representado por um vetor. 
Neste livro, denotaremos vetores com negrito, de forma que X será um vetor de variáveis aleatórias. 
Uma realização deste vetor corresponde a uma realização de cada uma das variáveis aleatórias que o 
compõe, o que será representada pelo evento (X = x+. A função conjunta de distribuição cumulativa de 
probabilidades fica: 


Fx(x) = PIX < x) = PHX < T1, X9 < Jg, RR. a < Yn)] 


A função densidade de probabilidades conjunta será representada por: 


fx (x) = fx, xo. X (LI, 09,00, En) 


2.5 FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL ALEATÓRIA 


Na resolução de problemas envolvendo variáveis aleatórias, frequentemente encontramos relações fun- 
cionais envolvendo estas variáveis, por exemplo a simples relação Y = g(X). Claramente, Y é uma 
variável aleatória que depende funcionalmente de X. Tanto o domínio de Y como suas funções de proba- 
bilidades são definidos pela variável aleatória independente X e pela função g(.). Nesta seção, estudamos 
como estabelecer as estatísticas de uma variável aleatória dependente Y. 
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2.5.1 Conceito de função de uma variável aleatória 


Seja uma variável aleatória real X (w). A cada ponto amostral w é atribuído um número real x. O domínio 
da v.a. X é o espaço amostral OQ e sua imagem é um conjunto Ix de números reais. 
Seja uma função real g(x) definida pelo menos para cada x E Ix. A função Y = g(X) é definida para 


cada realização w como: 
Yu) = 9(X(w)) 


Logo, o domínio de g(X) é o espaço amostral 9), e a imagem de g(x) é (outro) conjunto de números reais 
(1y), conforme ilustrado na figura (2-6). 





X(w) g0) 








Figura 2-6: Função de uma variável aleatória. 


2.5.2 Determinação da função de distribuição de Y = g(X) 


Seja agora Iy o conjunto dos números reais x tais que g(x) < y: 
q €Ely seesomentese g(x) <y 
Logo, o evento (Y < y) é igual ao evento (X E ly) e: 
FEB Sqyi=PRM ed) 


Logo, para determinar-se Fy (y) para um valor y dado deve-se encontrar o conjunto 1y e a probabilidade 
do evento (X E ly). 


Exemplo 22 SejaY =aX+5b,a>0. Neste caso, temos que az +b< y para q < 1, portanto Iy é o 


conjunto Iy = (—00, 1), Logo: 


Fy(y) = PHY <y]] = PUX < ue E (1) 


ou: 


Função monotonicamente crescente ou decrescente 


Se Y = g(X) é uma função monotonicamente crescente ou monotonicamente decrescente, o conjunto Iy é 
simplesmente conexo e a função de distribuição de probabilidades fy (y) pode ser facilmente determinada. 
Nota-se na figura que as probabilidades: 


fxla)do = Ple<X<a+da) 
frlydy = Ply<sY<y+ dy 
são iguais, o que permite escrever: 
fx(a)da = fy (y)dy 


ou: 


dr f(x) 
dy gta) 





fy(y) = fx(x) 
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sendo su = g'(x). Se a função g(X) é monotonicamente decrescente, então au < 0, e portanto deve-se 
escrever: E fe(a) 
J xtx 
frly) = —Ix(e)— = 
0) = dx = ga) 
Estes dois resultados podem ser agrupados em um, escrevendo: 
da fx (x) 
fr(y) = fx(x)— = (2.60) 
dy gx) 
PES (ta 
A 





Generalização para número finito de raízes 


O resultado acima pode ser generalizado para funções não-monotônicas com número finito de raízes, 
sendo necessário para isto resolver a equação Y = g(X) para X. Sejam x14,49,...,Xn raízes reais, tal que 


























y=g(x1)=g(x2)=..= g(x,). Então, generalizando o resultado expresso na equação (2.60): 
fx(x1) | fx(x2) fx (un) 
fy(y) = + ++ 
lg (xa) |g'(xa)] |9(xn)] 
sendo: Mo 
g(x 
91) = 
» 
a À - / | 
ata A NNUÁ 
8 IRS É 
dh, Ne mM 
E E 1 — pt 
Lo Q 3 


Exemplo 23 SejaY =aX +b,a> 0. Resolvendo para « temos « = to, Com g'(x) = a obtém-se: 


fy(y) = “fx (: ') 


a 





Compare este resultado com o resultado do exemplo (22), e note que poderia ser obtido diretamente 
derivando em relação a y. 


Exemplo 24 Seja Y = aX2, a > 0. As raízes são: 1714 = +VE e xo = —VE. As derivadas são: 


9 (1x1) = 20x, = 2,/ay e g'(x2) = 2x9 = —2,/ay. Para y < 0 não há solução, logo fy(y) = O para y < 0. 
Portanto, a solução resulta: 


fr(y) = NT [x (+/2) + fx (2) para y >0 


= 0 paray<o0 





Exemplo 25 Transformação de Hasofer e Lind: Seja X uma v.a. com distribuição normal e parâmetros 
X - N(u,0) e distribuição dada pela equação (2.36). Para a função Y = g(X) = Ae queremos 
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determinar a distribuição fy (y). 
Resolvendo para x obtemos «= oy+m e: 





- fo) 1d I[/0tu=-u i 
RO ai 6 = eo | (1 | 


fr(y) = =» [-5| 


Esta é uma distribuição normal com média nula e desvio-padrão unitário, conforme argumentado na 
seção (2.3.2). 


Exemplo 26 Relação normal - lognormal: Seja X uma v.a. log-normal com parâmetros X —» LN(A,€). 
Queremos determinar a distribuição de probabilidades de Y = In[X]. Primeiramente, obtemos: 


q = exply] 
da 1 
dy = gta) = exp [y] 


A partir de: 





e da equação (2.60), obtemos: 
— expln[x]) ag ANO 
fr(y) = ERR E (=) | 


1 1 (: E 
iva "| 2 € 
o que representa uma distribuição normal com media À e desvio-padrão E. Deste resultado, resulta também 
que: 


EY] = Elm[X]=A 
VarlY] = Var[n[X] = & 


2.5.3 Momentos de uma função de uma variável aleatória 


Nem sempre é fácil ou mesmo possível determinarmos as funções de probabilidades de uma função de 
uma variável aleatória. Ainda assim, muitas vezes pode ser útil determinarmos pelo menos os momentos 
desta função. 

Seja a função Y = g(X). Como Y depende funcionalmente de X, o valor esperado e a variância da 
v.a. Y são obtidos como: 





+oo +oo 
ED] = / utv (y)dy = / dtapetaia (2.61) 
Vartr) = Etr = trypy= f “a(o - E)? felojdo (2.62) 


Quando a função de densidades de probabilidades da variável X é conhecida, pode-se usar as expressões 
(2.61 e 2.62) para determinar os momentos de g(X), No entanto, este nem sempre é o caso. Muitas vezes 
nos encontramos em uma situação em que queremos determinar os momentos de g(X) conhecidos apenas 
os momentos da variável X. Nestas situações, aproximações para os momentos de g(X) podem ser obtidos 
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a partir de uma expansão em série de Taylor da função Y = g(X) em torno do ponto médio uy : 


HH Ro 2 
DX) = (ge) + (1 NX — 1x) + E endtE o px, (2.63) 


Aproximação de primeira ordem: 


Mantendo apenas o termo de primeira ordem e aplicando o operador valor esperado obtém-se: 


EV] = Elg(us)) +9(ux) EX — ux)) 
= g(ux) (2.64) 


Aplicando o operador variância obtém-se: 


Var[Y] 


2 
[53] 


] 
9(pixo) + 9 (pus XX — us) — g(ux) 

* +29 )9 (x X — po) + 9 (pu) UX — puxe] — g(pux)? 
= EMX — ux)Ig (gx) 
= VarlX]g(ux)? 








Aproximação de segunda ordem: 


Considerando agora mais um termo (o termo de segunda ordem) na expansão (2.63) e aplicando o operador 
valor esperado: 


9x X — us)? 











E] = Elg(muo)] + Elg(u)(X — ux)] + El 5 
= a(ux) + Eru 
- a(ux) + CE CG) (2.66) 








Pode-se mostrar que a variância da aproximação de segunda ordem utilizando a equação (2.63) resulta: 


; “VarlxP Es ] 
» 4 da? né 
dg(a) 


+ EX — ux)'] dx? 














VarlY] = varja ( 

















2 
Pa 
de da? a er) 


Portanto, a aproximação de segunda ordem da variância de Y envolve a avaliação de momentos de 
terceira e quarta ordem das variáveis X,. Estes momentos raramente são conhecidos. Sendo assim, é 


comum trabalhar-se com estimativa de segunda ordem para a média (eq. 2.66) e com estimativa de 
primeira ordem para a variância (eq. 2.65). 


Hx 
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2.6 FUNÇÕES DE DUAS OU MAIS VARIÁVEIS ALEATÓRIAS 


2.6.1 Determinação da função de distribuição 


Sejam as variáveis aleatórias X e Y, e uma função g(x,y) nas variáveis reais « e y. Dentro de certas 
restrições, Z = g(X,Y) será também uma variável aleatória. Denotando por Dz a região do plano xy 
tal que g(x,y) < z, o evento [Z < z) pode ser escrito como (Z < z) = (x,y) € Dz). Portanto, para 
determinar a função de distribuição cumulativa de probabilidades de Z, basta determinar a massa de 
probabilidades na região Dz : 


Fa(z) Pl(x,y) e Dz)] 


||, —Perles dado (2.68) 


A densidade fz(z) pode ser determinada derivando a função Fz(z). Para tanto, convém escrever q = 
9 !(z,y). A equação (2.68) fica: 


oo pg !(z,y) 
a / / esa 


Mudando a variável de integração de x para z, este resultado fica: 


a -1 dg"! 
ro [fo two) [E deay 


Derivando em relação a z : 
çS = og! 
fz(z) = fxy (97,3) 3 
= z 


Um resultado semelhante pode ser obtido em termos da variável x, integrando-se primeiro em relação 
a y. Para tanto, escrevemos y = 9 !(x, 2). Em procedimento análogo, obtemos: 





dy (2.69) 





[0,0] —1 
te) [o ferto.a) [E 





dx (2.70) 





Alternativamente, pode-se determinar fz(z) encontrando a região ODz no plano xy tal que z < 
g(x,y) <z+ dz: 
fa(z)dz Plz<Z<z+dz)| 


/ Ea dada 
Dz 


Exemplo 27 Soma de duas v.a.s contínuas: Seja a soma Z = aX +bY, onde a e b são duas constantes. 


Escrevendo y = g!(x,2z) = E 2, obtemos Er = >. Da equação (2.70) resulta: 





Se z— ax 


to = [torto Edo 





2.6.2 Soma de duas variáveis aleatórias 


Seja a função soma de duas v.a.s: 
Z=X+Y 


Da equação (2.70) obtemos: 
fa(z) - [ fxy(x,2 — ajda (2.71) 


Para a soma de duas v.a.s independentes, podemos escrever ainda: 


fa(z) = A fx (x) fy(z — a)da (2.72) 


Estes resultados se aplicam a soma de v.a.s contínuas discretas, desde que substituída a integral pelo 
somatório correspondente. 
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Teorema 28 Soma de duas v.a.s independentes: se as variáveis aleatórias X eY são independentes, 
então a função de densidade de probabilidades da soma Z = X +Y é dada pela convolução: 


+oo +oo 
fg) = / fx(z — 9) fr (u)dy = / fx(m) fv(z — ade 


Exemplo 29 Soma de processos de Poisson independentes: considere as v.a.s X eY com distribuição 
de Poisson e parâmetros v em. Seja 








pelo) = Px =0)]= Cesp-vr 
polo) = PI =0)] = E esptm 


Substituindo a integral na equação (2.72) por um somatório, a distribuição da soma é obtida como: 


plo) = 5 pxlopr(z—a) 
todo « 
- o times 


al(z — 0)! 





exp[-vt] exp[—nt] 


todo x 


= expl-(v + mit Je 


todo x 


vt nte) 


al(z — q)! 


O somatório sobre x na expressão acima corresponde à expansão binomial de fai, de forma que: 


pa(e) = MEDE espt-(o + n) 





Esta expressão corresponde a uma distribuição de poisson com parâmetro v +m. este resultado pode ser 
generalizado no seguinte teorema: 


Teorema 30 Soma de processos de Poisson independentes: a soma de n processos de Poisson indepen- 

dentes é também um processo de Poisson. Seja X,; um processo de Poisson com parâmetro v;. O processo 
n Z . A E n 

Z = 5; Xi; é um processo de Poisson com parâmetro v, = 3; Vi. 


Exemplo 31 Soma (e diferença) de v.a.s normais independentes: sejam duas v.a.s X e Y normais 
independentes com parâmetros X - N(uxy,0x), Y - N(uy,0y). A distribuição da soma Z =X +Y, a 
partir das equações (2.36) e (2.72), é: 


1 1 Ro 1 (RP Rae Re Ta 
= Ux = %— ly 
> ER = d 
Ja(z) 27 0ox0y f. es | 2 ( Ox ) [ED 2 ( oy ) | ii 
1 1 














onde: 
1 p o Ux 2 Hy 
dr a ir o = na 
X y x y 
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Substituindo este resultado na equação (2.73) obtemos: 





2 
1 1 1/2z-— + 
o ER ro Agito ne 
27 0% +oy og +oy 
Esta expressão corresponde a uma distribuição normal na variável z com parâmetros: 


Hz = dx Thy 
oz 





ox +0y 


De maneira semelhante, podemos mostrar que a diferença Z = X — Y também tem distribuição normal, 
com parâmetros: 


Luz = Uxohty 
2 2 2 
oz = dcxtoy 


Este resultado pode ser generalizado no seguinte teorema: 


Teorema 32 4 soma den variáveis aleatórias normais independentes X;, com parâmetros X; - N(ux,,0x;);, 
é também uma variável normal: 


com parâmetros: 


Hz = Dux, 
1=1 

E Si (2.74) 
1=1 


Generalizando ainda mais este resultado, resulta que qualquer função linear de v.a.s normais é também 
uma v.a. normal. Os resultados apresentados na equação (2.4) são válidos ainda para qualquer função 
linear de v.a.s independentes, independentemente da distribuição, conforme é verificado adiante. 


2.6.3 Teorema do limite central 


Um resultado bastante importante da teoria de probabilidades é o teorema do limite central. De forma 
vaga, este teorema afirma que: 


Teorema 33 Teorema do limite central: A soma de um grande numero de variaveis aleatórias, inde- 
pendente da sua distribuição mas desde que nenhuma delas seja dominante, tende a uma distribuição 
normal! 


Este teorema é muitas vezes utilizado para justificar a escolha de uma distribuição Gaussiana para 
processos ou variáveis que sejam resultado da soma de grande número de efeitos individuais. Uma 


consegiiência do teorema do limite central refere-se ao produto de diversas variáveis aleatórias: 


Teorema 34 O produto de um grande numero de variaveis aleatórias, independente da sua distribuição 
mas desde que nenhuma delas seja dominante, tende a uma distribuição log-normal! 


O teorema do limite central pode ser demonstrado através de um exemplo simples, envolvendo a soma 
de variáveis aleatórias: 


Exemplo 35 Seja uma variável Y = = Dim X; onde as variáveis X; são estatisticamente indepen- 
dentes e idênticamente distribuídas com probabilidades: 


PX: = += 


[NE e o 


PX: = = 
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Verifique o que acontece com a função de densidades (ou com o histograma) da variável Y a medida que 
aumenta o número de termos! A figura 85 mostra alguns resultados. 
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Figura 2-7: Convergência da soma (exemplo 35) para distribuição normal. 


Exemplo 36 Repita o exemplo anterior para distribuição uniforme de probabilidades entre —1 e +1: 
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Figura 2-8: Convergência da soma (exemplo 36) para distribuição normal. 


2.6.4 Momentos de funções de muitas variáveis aleatórias 
Seja uma função Y = g(X1, Xo,..., Xn). O valor esperado de Y pode ser obtido através de: 
—+oo 
emi= [ ufvloldy (2.75) 


— 00 


Alternativamente, como a função de distribuição fy (y) depende funcionalmente da função de densidade 
conjunta fx, x»...X, (11, %2,..., Zn), pode-se escrever: 
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-++oo -“++oo 
si | g(x1,%2, o, Un) fx XX, (1, 09, -.., En )desdao...den (2.76) 


É fácil perceber que a avaliação de (2.76) não é simples, pois envolve uma integral multi-dimensional 
de uma função conjunta de probabilidades. 


Média e variância de funções lineares 


Seja a função Y = aX +», sendo a e b duas constantes. Da equação (2.76) obtemos: 


-+oo 
ElY] = E[aX+)] = (ax + b) fx (v)da 


—00 


—+oo —+oo 
a [ afxlo)da + | fx (a)da 
= aux tb 
De maneira semelhante, a variância é obtida como: 
Var[v] = EI(Y — n,)?] 
= El(aX+b-auy—b)] 


-+oo 
- / (2— nx fxlojdo 


— 00 


= a2Var[X] 
Seja agora a função Y = ay X4 + as Xs, sendo a; e az duas constantes. Da equação (2.76) obtemos: 


Ev) 


—+oo —+oo 
/ / (a1x4 + agx2) fx, xo (11, vo dedo, 


+oo +oo 
= a f q fx, (ax das tas [ xo fx (12) das 


==58 —00 


mix, + Glix, 


A variância é calculada por: 


ty 


Var[Y] = EIMY — ux)] 

= El(aX +a2Xo — ax, — aoftx,)?] 

= El(an(X1 — ux,) + as(Xo — ux,))?] 
= Ela(X — x) + aas(X — px )(Xo — tux,) + as(Xo — xs)? 
= aiVar[X1] + 2a1a2Cov[X1, Xo] + azVar[Xs] 





Estes resultados podem ser facilmente extrapolados para uma função linear de muitas variaveis aleatórias. 
Seja: 
n 
FS ak 
i=1 
Pode-se mostrar que os momentos são: 
E] = Dex = 3a 
n 
Varly] = 55 se mia;Cov|Xi, X;] 
i=1 j=1 


Seja agora uma nova função linear das v.a.s X, : 
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À covariância entre as variáveis Y e Z é dada por: 


CovlY,Z]=5 5 aib;CovlX;, X;] 
i=1 j=1 
2.6.5 Aproximação dos momentos de funções de muitas variáveis aleatórias 
Aproximação de primeira ordem 


Expandindo a função Y = g(X1, X5,..., Xn) em série de Taylor em torno do ponto médio de cada uma 
das variáveis X;, obtém-se: 


(X) = g(uxolx,o ox) 


132,26 Ux sr + (2.77) 


i=1 j=1 


Truncando a série no termo de primeira ordem (segunda linha da equação 2.77), e utilizando um 
raciocínio análogo ao utilizado para demonstrar a equação (2.64), obtém-se: 


o que significa que a média da função é aproximadamente igual a função das médias. Tomando a variância 
da série truncada de Taylor e generalizando a equação (2.65), obtém-se: 


Var[Y] = Do Col Xe DE (2.79) 
i=1 j=1 e re 2 
Este resultado também pode ser escrito como: 
— Og VT dg Og 
Var[Y] = a Var[X;] (5) “ia a ColXi Xilgx; 9x; 


Se as variáveis X; e X; forem independentes para qualquer i e j, este resultado se simplifica para: 


Var[y] = » RE (x 





Aproximação de segunda ordem 


Mantendo os termos de segunda ordem na expansão em série de Taylor, obtemos a aproximação de 
segunda ordem do valor esperado: 


o2g 


1 n n 
EI] = 9(txyo bixo esti) + 5 DA ColXi Xilsrs 


A aproximação de segunda ordem da variância é um tanto complicada, pois envolve momentos de 
terceira e quarta ordem das variáveis X;. Por este motivo, en geral utilizamos a aproximação de segunda 
ordem do valor esperado, que pode ser facilmente calculado, em conjunto com uma aproximação de 
primeira ordem da variância. 
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2.7 TEORIA DE VALORES EXTREMOS 


Em muitas aplicações de engenharia, valores extremos de variáveis aleatórias ou de processos estocásticos 
são de interesse. Em problemas estruturais, o máximo valor do carregamento e o valor mínimo da 
resistência são as variáveis importantes para o projeto. 

Considere um conjunto de n observações de uma variável aleatória, e os valores máximo e mínimo 
observados neste conjunto. Cada vez que uma nova realização ou observação deste conjunto é feita, 
novos valores máximo e mínimo são obtidos. Portanto, os valores máximo e mínimo são também var- 
iável aleatórias, com distribuição estatística própria. Os parâmetros destas distribuições de máximos e 
mínimos são estudados através da Teoria de Valores Extremos, um campo bem desenvolvido da Teoria 
de Probabilidades. 


2.7.1 Distribuições exatas 


Seja X uma variável aleatória com FPA Fx(ax) conhecida. Seja uma amostra de n observações inde- 
pendentes de X, (x1,42,13,..., Un), representando o 12, o 22,..., e o enésimo valor observado. Os valores 
máximo e mínimo da amostra são, respectivamente: 


Yn rodeia; Pas ba; eis Dal 


yw = min[x1,%2,%3,...,%n] (2.80) 
Pode-se considerar que o conjunto (x1, 12, %3,..., Zn) seja uma amostra de n variável aleatórias, identi- 


camente distribuídas e independentes, tal que Fx, (11) = Fx,(x2) =... = Fx, (an). As variáveis aleatórias 
Y eY (valor máximo e mínimo) são então determinadas como: 


Xs = max[X1, X5, X3,..., Xn] 
Y — min[X1, Xo, X3,..., Xn| (2.81) 


Observa-se que se Y,, o maior valor dentre (X1, Xo, X3,..., Xn), é menor do que um determinado valor 
y, então todas as variável aleatória X; devem ser menores que y. Portanto: 


Fry) = PM <y) 
= PHUX, < vb tXo < ur, e) (X ES y5] 
= [xy] di 
e: 
frly) = o 
= n[Psx(y) fx(y) (2.83) 


As expressões (2.82) e (2.83) são as distribuições de probabilidade exatas do valor máximo de uma 
amostra de tamanho n tomadas de uma população X. Esta distribuição depende do tamanho n da 
amostra bem como da distribuição original de X. A figura (2-9) mostra como estas distribuições de 
extremos variam com o aumento do número de amostras, para uma distribuição original com distribuição 
X = N(0,1). A equação (2.82) mostra que a distribuição do máximo de uma amostra de tamanho unitário 
(n = 1) é idêntica à distribuição original. Assim, o valor esperado do máximo em uma observação é igual 
ao valor esperado da variável original. A medida que n aumenta, a distribuição de máximos tende para 
a região da cauda superior da distribuição original. 

A distribuição exata para mínimos é obtida de maneira similar. Se Y, o menor valor na amostra 
(X1, Xo, X3,..., Xn), é maior do que um determinado valor y, então todos os valores X; devem ser maiores 
que y. Portanto: 


Faly) = PIN <y) 
= 1-Plh>y) 
= 1-PRX >y),(Ão > y),.., (Xn > 9) 
= 1-[1-Fx(y)]" (2.84) 


fr (9) = mL Ex(g)]P fx(g) (2.85) 
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Figura 2-9: Distribuições de valores extremos de um variável Normal Padrão. 


As expressões (2.84) e (2.85) são as distribuições de probabilidade exatas do valor mínimo de uma 
amostra de tamanho n tomadas de uma população X. As observações feitas em relação as equações (2.82) 
e (2.83) são válidas também para (2.84) e (2.85), com a diferença que o valor mínimo esperado diminue 
à medida que n aumenta. 


2.7.2 Distribuições assintóticas 


A medida que o tamanho da amostra n aumenta, as distribuições exatas convergem para formas fun- 
cionais particulares, em função do tipo de cauda da distribuição original. Estas formas são as chamadas 
distribuições assintóticas de extremos. 

As distribuições assintóticas possuem a conveniência de não depender da forma exata da distribuição 
original, mas apenas do comportamento da cauda desta na direção do extremo procurado. A região 
central da distribuição original serve para determinar os parâmetros, mas não tem influência na forma 
assintótica da distribuição de extremos. 

Em uma observação de uma variável aleatória X, a probabilidade de se obter um resultado maior do 
que x é dado por 1 — Fx(x). Em n observações independentes da mesma variável o número esperado 
de valores maiores do que x é n(1 — Fx(x)). Seja E, a variável aleatória dada pelo número de valores 
maiores do que y, em amostras de tamanho n: 


en = ElEn] = n(1— Fx(yn)) (2.86) 


Escrevendo esta expressão em termos de y, temos: 


m=FE (1-2) (2.87) 


n 


A equação (2.86) é monotonicamente decrescente (Figura 2-10), logo: 


PREn < end = PY > yn] (2.88) 








Figura 2-10: Número esperado e, de máximos maiores do que y,. 


Esta expressão é válida para qualquer valor £ (£,) associado a qualquer valor y (yn) através da equação 
(2.86). Portanto, deste ponto em diante os indices , são abandonados. Agora podemos determinar a 
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função cumulativa de probabilidades da variável E, em função de Y, : 
Fpn(e) = PREn < e = PL, > y)] 


Utilizando a expressão (2.87): 


Utilizando a expressão (2.82), obtém-se: 
rato = af (e6-D] 


a(o 


Aplicando-se os operadores exponencial e logaritmo no último termo, obtemos: 


RO pe explnn[(1 pi E) 


Tomando o limite de nIn[(1 — <)] com n — 00, obtemos: 


lim nl = =) = lim nl 5) =-€ 


n— 00 


e portanto, no limite com n > oo: 


Fenle) = 1 — expf-e] 


n 


Das equações (2.86) e (2.88) tem-se ainda que: 


PR <yH = PRE, > nm — Fx(9))3 


ou: 
Fyly)=1 > Fe,(n(l — Fx(y))) 


Finalmente, utilizando o resultado na equação (2.89) obtemos: 
Fya ly) = explon(1 — Fx(y))] 
Derivando em relação a y: 


fr.(y) = nfx(y) expl-n(1 — Px(y))] 


(2.89) 


(2.90) 


(2.91) 


As equações (2.90) e (2.91) são as chamadas distribuições assintóticas de extremos. Estas distribuições 
são exatas no limite com n > 00. Estas distribuições servem para determinar a distribuição de extremos 
correspondente a determinada distribuição original Fx (x). O interessante é que, independentemente da 
forma exata da distribuição original fx(x), as distribuições assintóticas de extremos convergem para 
algumas formas particulares. À forma particular para a qual determinada distribuição de extremos 
converge depende apenas da cauda da distribuição original na direção do extremo procurado. Três desta 
formas particulares são apresentadas na tabela abaixo. Esta classificação é válida tanto para máximos 
como para mínimos. Às 3 formas apresentadas não são as únicas possíveis, porém são as mais comuns. 





Distribuição assintótica Forma distribuição Cauda distrib. original 
Tipo I - Gumbel exponencial dupla decaimento exponencial 
Tipo II - Frechet exponencial decaimento polinômial 


Tipo HI - Weibull exponencial com limite polinômial limitada 
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2.7.3 Extremos característicos 


O máximo característico u, é definido como o valor particular de X tal que, dentre os n valores, o número 
esperado de valores maiores do que u, é igual a um: 


n(1— Fx(un)) = 1 


| Plum) = PX <un)]=1- 


O máximo característico um é também o valor de X tal que: 


PIX > unl= = 


Verifica-se ainda que w, é o valor mais provável (moda) da distribuição de extremos, fy. (y). O máximo 
característico divide a distribuição fy, (y) nos seguintes percentis: 


PHY, < un]=0.37 
PY, > un]=0.63 


De forma semelhante, o mínimo característico uy é o valor de X tal que: 


1 
PRX <wmH=— 
n 
O mínimo característico uj é também a moda de fy, (y), e divide a distribuição de mínimos nos percentis: 


PY < un)=o0.63 
PHY > uwJ=0.37 


Em geral, os extremos (máximo e mínimo) característicos são parâmetros da distribuição de extremos 
correspondente, como será visto a seguir. 


2.7.4 Distribuições estatísticas de extremos 
Gumbel para máximos ou tipo 1 - EVI(u,,/) 


Quando a cauda superior da distribuição inicial X apresenta taxa de decrescimento exponencial, a dis- 
tribuição dos máximos de X tende assintóticamente a uma distribuição de Gumbel. Distribuições com 
cauda exponencial incluem normal, exponencial e gamma. 

A distribuição de Gumbel encontra muitas aplicações na engenharia. Ela é muito utilizada para 
representar extremos de fenômenos ambientais como cheias de um rio, nívelde precipitação, velocidade 
de vento, carga de ondas, etc. 

Parâmetros da distribuição: 

Un = máximo característico da distribuição inicial X ou moda de X,. 

8 = parâmetro de forma; 

Funções de probabilidade: 


txt) = Bexpl-B(x-— un) — e lt =un)] —-00<x<o 
Fx,lz) = expfl-eP(r-un)] —“co<z<o 


Determinação dos momentos: 


y 
cem Un + — 
E 8 
Tl 
o = —=5 
v68 
Y3 = 1.1396 (skewness) 


onde: y = 0.577216 (constante de Euler). 
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Determinação dos parâmetros: 


Un = H- 


Gumbel para mínimos ou tipo I - EVI(w,,8) 


Quando a cauda inferior da distribuição inicial X apresenta taxa de (de)crescimento exponencial, a 
distribuição dos mínimos de X tende assintóticamente a uma distribuição de Gumbel. 

A distribuição de Gumbel para mínimos descreve a resistência mecânica de materiais, bem como a ten- 
são resistente de equipamentos eletrônicos. Em ambos os casos, a justificativa para o uso da distribuição 
de Gumbel para mínimos é a regra da corrente que sempre rompe no elo mais fraco. Materiais estruturais 
possuem imperfeições e defeitos em sua micro-estrutura, e assim rompem na seção transversal mais fraca. 
Da mesma forma, a falha por sobre-tensão de equipamentos eletrônicos sempre aconteçe devido à falha 
do componente mais fraco (que deveria ser o fusível...). 

Em estudos sobre mortalidade populacional, a distribuição de Gumbel para mínimos é utilizada para 
descrever a distribuição de vida (ou idade por ocasião da morte). Esta aplicação se justifica com a 
hipótese de que, entre todos os indivíduos em uma determinada faixa de idade, a morte leva os indivíduos 


mais fracos...! 
Parâmetros da distribuição: 
uj = mínimo característico da distribuição inicial X ou moda de X,. 
8 = parâmetro de forma. 
Quando representada em papel de Gumbel, 87! é a inclinação da distribuição. 


Funções de probabilidade: 
fx(z) = Bexpl(z—-wm)-efle-u)] —-co<z<oo 


Fxlar) = I-expf-et-u)] -co<z<o 


A função de Gumbel é tabelada na variável w = 5 (x — 1). 
Determinação dos momentos: 


p= w-5 
B 
ml 
o = —s5 
v6 8 

Y3 = —1.1396 (skewness) 


onde: y = 0.577216 (constante de Euler). 
Determinação dos parâmetros: 


ui = nt 
tl 


Frechet para máximos ou tipo II - EVII(u,,/) 
Quando a cauda superior da distribuição inicial X apresenta taxa de decrescimento polinômica, como: 
Fx(x)=1- Ag É 


onde A é uma constante, a distribuição dos máximos de X tende assintóticamente a uma distribuição de 
Frechet. Este é o caso das distribuições de Pareto e Cauchy. 

Parâmetros da distribuição: 

Un = máximo característico da distribuição inicial X ou moda de X,. 


8 = parâmetro de forma; 
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Funções de probabilidade: 
B (unyS+H Un É 
fxalr) = (=) exp (=) ; —o0 < x <o0 
B 
Fxilr) = exp | (=) E -0 <z<o 


Determinação dos momentos: 


e vs(i- 





Determinação dos parâmetros: 

1 
P(1=3) 
B = iterativo 


O parâmetro de forma é determinado de forma iterativa através de: 


Frechet para mínimos ou tipo II - EVII(w,,5) 
Quando a cauda inferior da distribuição inicial X apresenta taxa de crescimento polinômica, como: 
Fx(x)=1-— Ag Ê 


onde A é uma constante, a distribuição dos mínimos de X tende assintóticamente a uma distribuição de 
Frechet. 


Parâmetros da distribuição: 

wu = mínimo característico da distribuição inicial X ou moda de X,. 
5 = parâmetro de forma; 

Funções de probabilidade: 


fue) = E (E) oo-(2)], “o <r<Lo 
Pwl(z) = 1-exp | (=) | “o <r<o 


Determinação dos momentos: 


Determinação dos parâmetros: 


1 
r(1+4) 
B = iterativo 
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O parâmetro de forma é determinado de forma iterativa através de: 


Weibull para máximos ou tipo III - EVIII(u,, 8,7) 


Quando a cauda superior da distribuição inicial X apresenta decrescimento polinômico mas é limitada, 
como: 
Fx(v)=1-A(e-a)?; g<eB>0,4=cte 


a distribuição dos máximos de X tende assintóticamente a uma distribuição de Weibull. Exemplos deste 
tipo de distribuição inicial são as distribuições uniforme, triangular e gamma. 

Parâmetros da distribuição: 

Un = máximo característico da distribuição inicial X ou moda de X,; 

8 = parâmetro de forma; 

e = limite superior da distribuição inicial X. 

Funções de probabilidade: 


- B-1 = B 
fxala) + (=) exp | (=) | : —o0 <a<e 


Fx, (x) 














II 
D 
> 
ES 
| 
TN 
Om 
EN 
Fls 
NO 
“-W 
Ls 
| 
A 
B 
IA 
Mm 


Observe que com 5 = 1 esta distribuição se resume à distribuição exponencial. Para 5 = 2 tem-se a 
distribuição de Rayleigh. 
Determinação dos momentos: 


u = estecu)r(1+5) 


Determinação dos parâmetros: 


— E 

ii E es 
r(1+4) 

B = iterativo 


O parâmetro de forma é determinado de forma iterativa através de: 





1+( a E r(1+3) 


2 tb 
r(1+14) 
Weibull para mínimos ou tipo III - EVIII(uw,,8,€) 


Quando a cauda inferior da distribuição inicial X apresenta decrescimento polinômico mas é limitada, 
como: 
Fx(v)=1-A(e-a)?; v>eB>0,4=cte 


a distribuição dos mínimos de X tende assintóticamente a uma distribuição de Weibull. 

A distribuição de Weibull para mínimos pode ser utilizada para descrever secas ou a vida de fadiga 
de componentes metálicos. 

Parâmetros da distribuição: 

u, = mínimo característico da distribuição inicial X ou moda de X4; 

8 = parâmetro de forma; 

e = limite inferior da distribuição inicial X. 
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Funções de probabilidade: 


E a AS 
fxi(x) — (E ) exp | (= =) | : E<XX<O 


ba (x) 














II 
[ua 
| 
o 
á 
KO) 
| 
/ 
Ela 
RE 
| 
“— 
w 
Ls 
(60) 
A 
8 
A 


Determinação dos momentos: 


Determinação dos parâmetros: 


— E 

um = ER ai E + € 
r(1+4) 
5 = iterativo 


O parâmetro de forma é determinado de forma iterativa através de: 





1+( a ; r(1+3) 


E E 1 
7 r(1+4) 


Quando utilizada para descrever a vida de fadiga de componentes metálicos, a distribuição de Weibull 
representa a probabilidade de sobrevivência para um número x de ciclos. O parâmetro wu, representa 
o número característico de ciclos até a falha, enquanto o limite £ corresponde à vida mínima para um 
determinado nível de carregamento. 


Determinação da distribuição de extremos a partir da distribuição original 


Apesar da relação entre a cauda da distribuição original e a distribuição assintótica de extremos corre- 
spondente, não existe uma forma analítica de estabelecer os parâmetros da distribuição de extremos a 
partir dos parâmetros da distribuição original. No entanto, é possivel determinar numericamente a dis- 
tribuição de extremos correspondente à distribuição original. Isto pode ser feito com base nos extremos 
característicos (w1 e un) e em um ajuste de parâmetros da distribuição de extremos apropriada. 


Determina-se primeiramente os extremos característicos, que são função apenas do número n de 
variáveis da amostra, conforme seção (2.7.3). Conforme visto acima, os extremos característicos são O 
primeiro parâmetro da distribuição de extremos. Determina-se um lista de pontos da distribuição exata 
de extremos, utilizando as equações (2.82) ou (2.83). Escolhe-se a distribuição de extremos apropriada, 
em função do tipo de cauda da distribuição original. Em seguida, através de um ajuste de curvas (e.g., 
mínimos quadrados), determina-se o valor do parâmetro de forma (5) que minimiza a diferença entre a 
distribuição exata (os pontos calculados) e a distribuição de extremos procurada. 
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2.7.5 Sumário de distribuições contínuas 


























E Distribuição fx (x) Pp. po ps pa 
0 Determinística ô(x0) Lo 
1 Uniforme rr a - - 
2 Normal E exp [= e?) Bo cg E 
2 
3 Log-Normal ES exp | ! (mer) | a 
4 Exponencial vexp[-v (x —)] Voc E 
2 
5 Rayleigh (8) exp | 5 (===) | no= o» 
E (z—>u) 
dead ev E 
6 Logística E E REDNO FR = 
(ee v3 o 
7 Gumbel mínimos B explB (x — u1) — era) mw Bo o - 
8 —Gumbel máximos Bexpl-8 (x — un) — e Blt- un) Un Bor - 
9 — Frechet mínimos EL) exp [-(8)'] u Bo- 
10 Frechet máximos ES ia exp [—(“2)º] Un Bor - 
11  Weibull mínimos (ES) exp —(88)'| uu DB e - 
8-1 B 
12 Weibull máximos — (= ) exp |— (= ) Un Bo - E 





2.8 AJUSTE DE DISTRIBUIÇÕES ESTATÍSTICAS 


Para caracterizar uma variável aleatória a partir de um conjunto de observações experimentais ou obtidas 
via, por exemplo, simulação de Monte Carlo, é necessário encontrar um modelo de distribuição estatística 
que se ajuste as observações. Este ajuste pode ser feito com base na comparação da função de densidade 
de probabilidades hipotética (modelo) com um histograma das observações. Alternativamente, pode-se 
comparar a função acumulada de probabilidades do modelo com uma distribuição correspondente obtida 
a partir das observações. 

O procedimento de ajuste de um distribuição estatítica a um conjunto de observações envolve três 
etapas: a seleção de um modelo de distribuição estatística (hipotético), a determinação dos parâmetros 
deste modelo e, finalmente, algum tipo de teste para verificar a qualidade do ajuste obtido. 


2.8.1 Ajuste a um histograma 


O ajuste de uma curva de distribuição estatística a um histograma contendo amostras de uma população 
requer a seleção de um modelo de distribuição de probabilidades hipotético. Para tal, o analista formula 
a hipótese (exemplo): 


hipótese 


“a variável observada segue uma distribuição normal com parâmetros N(u,o)” 


A tarefa então passa a ser determinar os parâmetros do modelo hipotético e verificar a qualidade do 
ajuste (validade da hipótese de distribuição empregada). 

No assim chamado método dos momentos (method of moments, Benjamin e Cornell, 1970), os mo- 
mentos da distribuição são aproximados pelos momentos da amostra. Para uma amostra de n pontos, 
tem-se: 
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õ T > — nº (2.92) 


O ajuste pode ser testado através dos chamados testes de hipótese (goodness-of-fit), como será visto mais 
adiante. 


No método da máxima propensão (maximum likelihood, Benjamin e Cornell, 1970), busca-se o mod- 
elo de distribuição (e respectivos parâmetros) que mais provavelmente produziria (ou re-produziria) o 
histograma observado. Esta comparação poder ser feita tanto em termos da função de distribuição de 
probabilidades como em termos da função de probabilidades acumuladas. Para um histograma com ny 
cestas (bins), a estatítica x2 (chi-quadrado) da amostra é: 


Nb 


= >» (Ni = nf)? (2.93) 


i=1 nf; 


onde N; é o número de observações na i — sima cesta, e nf; é o número de observações esperadas, em n 
realizações, de acordo com o modelo hipotetizado: 


fi= a fx (a)da (2.94) 


e 11 e x2 são os limites da à — sima cesta e fx (x) é a função de densidade de probabilidades do modelo 
hipotetizado. 


A estatítica x? também pode ser utilizada para o teste de hipótese do ajuste de distribuição. Se 
nenhum termo nf; é muito pequeno, a variável x? segue uma distribuição de chi-quadrado com v = 
np — Np — 1 graus de liberdade, onde np é o número de parâmetros da distribuição estimados do mesmo 
conjunto de dados. É possível estimar a probabilidade P,(v/2,22/2) de que a soma de quadrados das 
np amostras com distribuição Gaussian padrão seja maior do que xº, o que vem a ser a confidência ou 
probabilidade de que as amostras foram obtidas da distribuição hipotetizada (Zwillingner, 1996): 





Plp,x) = E — o) / E et ld (2.95) 


onde T(p,x) e T(p) são as funções Gamma incompleta e completa. O modelo de distribuição e seus 
parâmetros podem ser determinados de maneira a maximizar a medida de confidência P,(v/2,72/2), ou 
de maneira a minimizar a quantidade: 


E E [Ex] a 3º| 
= |u-2º| (2.96) 


Outro teste de hipótese muito útil, baseado em distribuições de probabilidade acumuladas, é o teste 
de Kolmogorov-Smirnov ou teste KS (Benjamin e Cornell, 1970). A estatítica utilizada neste teste é a 
máxima distância entre a função de probabilidade acumulada Fx (x) do modelo hipotético e o histograma 
cumulativo da amostra: 
F=(Fhi=(i/nybi=l,.n 
que fornece a fração de pontos à esquerda do ponto x;, quando ordenados em ordem crescente. À estatítica 


de KS é: 
ks = mêxlF, — Ex(eo)] (2.97) 


A distribuição da variável KS, segundo a equação (2.97), é independente do modelo de distribuição 
hipotético, e seu único parâmetro é o número de pontos n. À probabilidade de que a amostra foi gerada 
do modelo hipotetizado é dada por (Zwillingner, 1996): 


BIRO hj =2 5 (=) detendo (2.98) 


i1=1 
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Ambos testes de hipótese para ajuste de distribuição apresentados também podem ser utilizados para 
verificar modelo e parâmetros obtidos pelo método dos momentos. 


2.8.2 Ajuste via mínimos quadrados 


Muitas soluções numéricas na análise de confiabilidade estrutural resultam em listas de valores: 
x=(xbi=1,..n 


e valores correspondentes de uma curva de distribuição de probabilidades f = (f;) ou de probabilidades 
acumuladas F = (F,). Numa solução completamente numérica, um grande número n de pontos deve ser 
utilizado, e os resultados são interpolados entre estes pontos. Em uma simplificação ou desmembramento 
do problema, é conveniente obter uma expressão analítica para descrever as curvas de probabilidade 
definidas pelos pontos f; ou F;. Tal procedimento pode ser realizado utilizando o tradicional ajuste de 
curvas por mínimos quadrados, uma vez escolhido um modelo de distribuição estatística hipotético. 


O procedimento tem suas semelhanças, mas não é o mesmo, de que o ajuste de uma distribuição 
estatística a um histograma. Enquanto o histograma representa apenas uma amostra de uma população 
(variável aleatória), entre tantas possíveis, as listas f e F representam a própia função de distribuição da 
variável aleatória. O ajuste de curvas clássico não se justifica para um histograma, por ser este apenas 
uma amostra, mas se justifica no caso de f e F. É necessário tomar-se cuidado, no entanto, com o fato 
de as curvas f; e F; serem resultados numéricos, que não necessariamente seguem o comportamento de 
alguma das distribuições de probabilidade analíticas conhecidas. 


Uma distribuição de probabilidades pode ser ajustada a uma lista de pontos, por exemplo, minimizando- 
se o erro em média quadrática: 


n 


msp = Dfi — fx (a)? 


msp = > (E = Belo) (2.99) 
i=1 
onde fx(x) e Fx(x) são as curvas de probabilidades analíticas que se tenta ajustar aos dados. 


Em analogia ao método da máxima propensão, pode-se também realizar o ajuste minimizando a 
função: 








Xá = Elx”] — e? 
2 
n mítica (a, ti) mo fx(u)da 
= v-5, — (2.100) 
cs MJ. fx(a)da 
ou a função: 
= Im(E; — Fi) — m(Fx(x5) — Plax) 
a = u = 35 (BE Rc) — mlPstos) — Px) sos 


m(Fx(x:) — Fx(x:-1)) 


onde m é um fator de multiplicação para fazer os termos nf; suficientemente grandes. 


1=2 


Em termos estatísticos, as expressões (2.100) e (2.101) são formalmente mais apropriadas do que 
(2.99). Na prática, no entanto, nota-se poucas diferenças entre estas alternativas. 
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2.9 DICAS DE PROGRAMAÇÃO 


2.9.1 Uso de estruturas de dados para representar variáveis aleatórias 
2.9.2 Programação da função normal padrão acumulada 
Avaliação numérica da função &].] 
Não há solução analítica exata para a função de probabilidade acumulada: 
y 1 22 
dy = — exp |-— | dz 
[y] a Er p| | 


No entanto, existem expressões analíticas para aproximá-la. Estas expressões são particularmente impor- 
tantes na programação da função 9].). 


Uma expressão analítica é: 








cê 2 
dy] = 1 exp :- 0O<y<o 
v27 
x 2 
Dly] = exp Ê oo <y<o 
V27 
onde: 
2 = w(pr + w(po + w(ps + w(pa + wps)))) 
1 
=D —————— 
1+po ly 
e os valores p; são parâmetros: 
+0.231641900 
+0.319381530 
| —0.356563782 
P>| rsiarr9ar 
—1.821255978 
+1.330274429 





Esta expressão apresenta um erro máximo € < 7.5 x 1078. 


Avaliação numérica da função inversa y = 61! [u): 


O cálculo faz uso da simetria da função inversa. 
Para O< u < 0.5 tem-se: 


eis ponta pa (pa de aa an) 
q + z(go + z(g3 + z(gu + 2(g5)))) 














Para 0.5 < u < 1.0 utiliza-se: 


pi + z(po + 2(ps + (pa + 2(p5)))) 
q + 2(go + 2(q3 + z(ga + 2(95)))) 











2.9. DICAS DE PROGRAMAÇÃO 


To 





Os parâmetros p; e q; são: 


—0.3222324310880 

—1.0000000000000 

p= —0.3422422088547 
—0.2042312102450 x 1071 
—0.4536422101480 x 1074 


0.9934846260600 x 1071 
0.5885815704950 
q= 0.5311034623660 
0.1035377528500 
0.3856070063400 x 1072 


TO 


ANDRÉ T. BECK, TEORIA DE PROBABILIDADES: VARIÁVEIS ALEATÓRIAS 





Capítulo 3 


INTRODUÇÃO A 
CONFIABILIDADE ESTRUTURAL 


3.1 REQUISITOS DE SISTEMAS ESTRUTURAIS 


Estruturas e elementos estruturais são projetados construídos e mantidos de modo a cumprir uma de- 
terminada função (estrutural). Esta função deve ser cumprida: a) durante um determinado período, 
chamado de vida útil ou vida de projeto; b) com um nível adequado de segurança e c) de maneira 
economicamente viável. 


Em particular, estruturas e elementos estruturais devem cumprir os seguintes requisitos básicos: 


requisito de serviço: uma estrutura deve manter-se em condições apropriadas para a execução da 
função à qual se destina durante todo o período de vida útil; 


requisito de segurança: uma estrutura deve suportar carregamentos extremos esporádicos e car- 
regamentos repetitivos aos quais a mesma esteja sujeita dentro do período de vida previsto, sem entrar 
em colapso ou apresentar severos danos permanentes; 


requisito de robustez: uma estrutura não deve ser danificada por eventos acidentais como incêndio, 
explosões, impacto, terremotos ou erros humanos de maneira desproporcional à severidade do evento 
causador do dano. 


Em geral, os requisitos básicos são atendidos através de projeto e dimensionamento adequados. Estes 
requisitos podem ser endereçados inteiramente através de considerações tecnológicas, i.e., sem levar em 
conta aspectos econômicos ou sociais. No entanto, é facil perceber que estes 3 requisitos são diretamente 
conflitantes com interesses econômicos e sociais. Se o nível de segurança for excessivo, o custo da estrutura 
e a viabilidade econômica da mesma podem ser comprometidos. Por outro lado, se o nível de segurança for 
insuficiente, a aceitação da estrutura (ou do risco que ela representa) por parte do público ou usuário fica 
comprometida. Note-se que esta questão está implícita quando se fala em níveis adeguados de segurança. 
Sendo assim, estruturas e elementos estruturais devem satisfazer ainda aos seguintes requisitos: 


requisito econômico: uma estrutura deve atender aos três requisitos básicos sem comprometer sua 
capacidade de gerar lucro, sob pena de tornar-se economicamente inviável; 


requisito social: uma estrutura deve atender aos quatro requisitos anteriores com níveis de risco 
aceitáveis por parte do público ou usuário. 


Para atender ao requisito econômico, deve-se levar em conta os custos de projeto, construção, manutenção 
e operação da estrutura, bem como os custos (esperados) de falha. Em geral, isto representa uma análise 
detalhada do compromisso entre segurança e o custo total esperado de uma estrutura. Uma análise deste 
tipo pode servir para a determinação do nível adequado de segurança para determinada estrutura. 


Em geral, a escolha do nível adequado de segurança deve levar em conta as consegiências de falha 
em termos de risco de morte ou danos à saúde, potencial para prejuízos econômicos e ambientais, e 
inconveniência social. Esta escolha deve ainda levar em conta o custo relativo e a conveniência de se 
adotar medidas de redução de risco. Sob esta lógica, medidas de redução de risco que sejam baratas e 
fáceis de implementar nunca devem deixar de ser implementadas. 


Neste capítulo, descrevemos inicialmente a maneira como os requisitos básicos de sistemas estruturais 
são formulados. Em seguida, a questão dos requisitos econômicos e sociais é retomada. 


rd 
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3.2 ESTADOS LIMITES 


Os requisitos básicos de sistemas estruturais podem ser equacionados na forma de estados limites. O não 
atendimento de um requisito de serviço ou de segurança representa um estado indesejável da estrutura. 
Cada distinta maneira que possa levar a um estado indesejável é chamada, genericamente, de um modo 
de falha. Cada modo de falha dá origem a um estado limite. O termo falha é utilizado nesta seção no 
seu sentido mais amplo, representando um estado indesejável da estrutura em relação a qualquer um 
dos requisitos básicos estabelecidos. Os modos de falha e os estados limites correspondentes representam 
modelos idealizados da falha de estruturas. 

Os estados limites podem ser divididos em duas categorias principais: 

estados limites últimos: correspondem aos requisitos de segurança; envolvem a capacidade máxima 
de carga ou de deformação da estrutura e que levam ao colapso ou dano grave e permanente da mesma. 
Exemplos: 


1. perda de equilíbrio da estrutura ou parte da mesma por movimento de corpo rígido; 


2. atingir capacidade máxima das seções, membros ou conexões, seja por ruptura ou deformação 
excessiva; 


3. ruptura de membros ou conexões por fadiga ou outros efeitos dependentes do tempo; 
4. instabilidade da estrutura ou de partes da mesma; 
5. mudança súbita de configuração (snap-trought); 


6. formação de mecanismo plástico; 


A ultrapassagem de um estado limite último é em geral irreversível. Logo, a primeira ocorrência deste 
evento caracteriza falha da estrutura. 

estados limites de serviço: correspondem aos requisitos de serviço da estrutura e a condições 
normais de uso. Exemplos: 


1. danos locais (formação de fissuras ou trincas) que afetam a durabilidade da estrutura bem como a 
aparência de membros estruturais e não estruturais; 


2. dano causado por fadiga ou outros efeitos dependentes do tempo (corrosão, desgaste, fluência); 


3. deformação em nível não aceitável, que afeta o uso eficiente ou a aparência de membros estruturais 
ou não estruturais, ou ainda que afeta o funcionamento de equipamentos; 


4. vibração excessiva, que cause desconforto ao usuário ou afeta o funcionamento de equipamentos. 


Os estado limites de serviço podem ser reversíveis ou irreversíveis. Quando irreversíveis, a primeira 
ultrapassagem do estado limite caracteriza a falha. Quando reversíveis, a falha pode ser caracterizada 
quando a passagem ao estado indesejável acontecer em momento inoportuno, por período muito prolon- 
gado, um número excessivo de vezes ou ainda qualquer combinação destes. Estados limite de serviço 
devem ser definidos utilizando critérios de utilidade. 


3.2.1 Equações de estado limite 


Os estados limites e portanto os modos de falha de estruturas e de elementos estruturais podem ser 
quantificados através de equações chamadas de equações de estado limite. Para cada estado limite da 
estrutura, uma equação de estado limite g() é escrita em função das variáveis de projeto X como: 


Estas equações são definidas de tal forma que valores negativos representam falha e valores positivos 
representam não falha da estrutura. Assim, as equações de estado limite estabelecem, para cada modo 
de falha, a fronteira entre os domínios de falha e não falha, ou a fronteira entre os estados desejável e 
indesejável da estrutura: 


D; = txlg(x) <05 
Ds = txlg(x) > 0) (3.2) 
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O domínio de falha D, é formado por todos os pontos do espaço amostral de X (R”) que levam a 
falha da estrutura, conforme representado na Figura (3.2). O domínio de sobrevivência Ds, é o conjunto 
complementar ao domínio de falha. 






g(xwW)<0 
domínio de falha 






g(x)>0 


domínio de segurança 





X 


Figura 3-1: Equação de estado limite e domínios de falha e não-falha. 


Em geral, a equação de estado limite e portanto os domínios de falha e não falha podem ser função 
do tempo: 


Di(t) = Ixlglxt) <05 
txlg(x,t) > 0) (3.3) 
Isto acontece quando a equação de estado limite e o modo de falha correspondente são dependentes do 


tempo, ou ainda quando uma ou mais variáveis do problema (por exemplo, as solicitações) são processos 
estocásticos. 


o) 
[va] 
eo 

—+ 
= 


A equação de estado limite mais simples é aquela independente do tempo e que envolve apenas duas 
variáveis aleatórias. De maneira geral, estas podem ser chamadas de resistência (R) e solicitação (9), de 
forma que: 


HRS)=R-8=0 (3.4) 


Alternativamente, pode-se formular o problema em termos de capacidade (C) e demanda (D): 


(CD =C-D=0 


3.2.2 Probabilidade de falha: uma medida da violação de estados limites 


A probabilidade de falha é uma medida da propensão à violação de estados limites. De maneira geral, 
escrevemos: 


Ps PiX e Dy)] 


= Pig(X) <0) 


Para o problema fundamental, envolvendo apenas duas variáveis aleatórias (Eq. 3.4), esta probabili- 
dade é dada por: 


Pp = PRR<S 
PHR-S<0] (3.5) 


A avaliação desta probabilidade dá origem ao que chamamos de problema fundamental de confiabili- 
dade. 


80 ANDRÉ T. BECK, INTRODUÇÃO À CONFIABILIDADE ESTRUTURAL 





3.2.3 Problema fundamental de confiabilidade 


A Equação (3.5) envolve a avaliação da probabilidade de que qualquer ponto (r,s) esteja dentro do 
domínio que caracteriza a falha (evento (R — S < 0). Esta probabilidade pode ser avaliada a partir da 
Equação (2.46): 


P, = Pl(r,s) € D$] - [ frs(r, s)drds 
Ds 
onde frs(r,s) é a função conjunta de densidade de probabilidades de R e S. Conforme ilustrado na Figura 
3-2, o domínio de falha D é limitado pela equação 7 = s, de forma que: 


—+oo s 
Er — ! / frst(r, s)drds 


Se as variáveis Re S forem estatísticamente independentes, temos: 


frs(r,s) = fr(r)fs(s) 
Neste caso, a probabilidade de falha fica: 


Pr= [ 1569) [Í tntriar| as = [" ps69)Fntojas (3.0) 


onde: 

fs(s) = função marginal de densidade de probabilidade da solicitação; 

Fr(s) = função marginal de distribuição cumulativa de probabilidades da resistência. 

Portanto, a probabilidade de falha vem a ser a área sob a curva fs(s)Fr(s). Esta área é proporcional 
(mas não idêntica) à area de interferência entre as distribuições de R e $, conforme Figura (3-3). Por 
esta semelhança, este problema é também conhecido na literatura como o problema de interferência entre 
populações. 

A Figura (3-3) ilustra dois casos de interferência entre distribuições: interferência menor a esquerda 
e maior a direita. Observa-se as distribuições de probabilidade (PDF) acima e o produto fs(s)Fr(s) 
abaixo. Dos gráficos da esquerda para a direita pode-se observar que ocorre uma maior sobreposição 
das curvas PDF, que são acompanhadas de uma maior área do diagrama de fs(s)Fr(s), ou seja, maior 
probabilidade de falha. Observa-se ainda que este aumento não é diretamente proporcional: um aumento 
modesto na sobreposição das PDF's causa um grande aumento na probabilidade de falha. 

Na Figura (3-3) pode-se observar ainda dois procedimentos que podem ser adotados em projeto para 
diminuir a probabilidade de interferência entre as distribuições, ou seja, para diminuir a probabilidade 
de falha da estrutura. O efeito dos coeficientes de segurança é o de afastar as médias das distribuições, e 
corresponde a um super-dimensionamento da estrutura. A outra alternativa é diminuir os desvio-padrão 
das variáveis Re S. O desvio-padrão da resistência usualmente está relacionado com a variabilidade de 
propriedades do material, e pode ser diminuido através do uso de materiais de melhor qualidade, com 
propriedades mais homogêneas. É mais difícil controlar ou diminuir o desvio-padrão da solicitação. 





Figura 3-2: Domínio de falha para o problema R — S. 
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Figura 3-3: Problema fundamental de confiabilidade (interferência entre populações). 


3.2.4 Margem de segurança e solução para R e S variáveis aleatórias normais 


O problema fundamental de confiabilidade também pode ser resolvido através da variável margem de 
segurança (M): 


M=R-S (3.7) 


Valores negativos da margem de segurança correspondem à falha da estrutura, enquanto que valores 
positivos indicam segurança. Um valor nulo da margem de segurança corresponde à condição de estado 
limite. Se Re S são variáveis aleatórias, M será também uma variável aleatória. Neste caso, pode-se 
calcular a probabilidade de falha a partir de M: 


(0) 
P;=PIM <0J]= 4 fulim)dm = Eu(0) (3.8) 


Esta probabilidade é ilustrada na Figura (3-4). 


Se Re $ são variáveis aleatórias normais, pode-se resolver o problema analiticamente. Neste caso, a 
distribuição de M também será normal. Assumindo independência entre Re S, os parâmetros de M são 
calculados por: 


um = Hr Hg 


om = Vob+oz (3.9) 


A variável M pode ser transformada em uma variável normal padrão Y (com média nula e desvio- 
padrão unitário), fazendo: 


— M — um 
OM 


Y (3.10) 


Esta transformação permite avaliar probabilidades associadas à variável M através da função de 
distribuição cumulativa normal padrão, 9(). A probabilidade de falha resulta: 
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Figura 3-4: Probabilidade de falha em função da margem de segurança. 


P; = PUM<0) 


fre 


o(-Lu) (3.11) 


OM 


Observa-se que na variável Y, que possui média nula e desvio-padrão unitário, obtém-se uma medida 
da probabilidade de falha. Esta é uma medida geométrica, pois corresponde à distância entre o ponto 
m = 0 e a origem (média) da distribuição de Y, conforme a Figura (3-5). Esta medida é chamada de 
índice de confiabilidade, representada pela letra grega 8 (beta) e dada pela razão ni 


= H Hr Ms 
B= = 3.12 
om Vog+og fo 
Incorporando os resultados anteriores, obtemos: 
Pr 8 (-L) =0(-8) (3.13) 
OM 


Nesta expressão, observa-se que o índice de confiabilidade 5 está diretamente relacionado à proba- 
bilidade de falha. O índice de confiabilidade 5 é extrema importância na confiabilidade estrutural. Os 
resultados aqui apresentados serão amplamente utilizado nos próximos capítulos, pois permitem obter a 
solução de problemas envolvendo um número qualquer de variáveis aleatórias. 

A solução do problema fundamental para duas variáveis aleatórias normais, e a definição do índice de 
confiabilidade conforme Eq. (3.12) são resultados obtidos por Cornell (1969). Note-se que a expressão 
(3.12) é estritamente válida apenas para v.a.s Re $ normais e margem de segurança linear. 


3.2.5 Problema fundamental de confiabilidade para R e S log-normais 


Uma solução analítica semelhante a Eq. (3.12), é obtida para o caso em que as variáveis aleatórias Re S 
tem distribuição log-normal. Seja R = LN(Ar,€r) e 5 — LN(As,£s). Neste caso, convém escrever uma 
equação equivalente à margem de segurança como: 


1=5 (3.14) 


Tomando o logaritmo de ambos os lados da expressão, obtemos: 


In(Z) = M = In(R) — In(S) 
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Figura 3-5: Probabilidade de falha em termos da variável normal padrão Y. 


Como R e S tem distribuição log-normal, resulta que In(R) e In(S) tem distribuição normal. Logo, M 


também tem distribuição normal, com parâmetros M =» N(Ar — As, Eh + E3). Portanto, de maneira 
semelhante à Eq. (3.12), o índice de confiabilidade é obtido como: 


Ar -— Às 
VER + Es 


Utilizando as relações entre distribuição normal e log-normal (Eq. 2.40), pode-se mostrar que este resul- 


tado fica: 
EEN dE ER) 
1+0% 
“E Ana + )(1+52)) 


onde à = o/j. Se os coeficientes de variação forem pequenos (ôR,ôR < 0.3), este resultado se simplifica 


para: 
In (E 
ne tais) E) (3.15) 
ôn +08 


B = 








Este resultado se deve a Rosenbleuth e Esteva (1972). 


3.3 PROJETO UTILIZANDO COEFICIENTES DE SEGURANÇA 


A formulação apresentada na Seção 3.2 é própria para avaliar a segurança de uma estrutura, pois leva em 
conta as incertezas e as distribuições de probabilidade associadas às variáveis de projeto. No entanto, esta 
formulação é inadequada para a realização de projetos estruturais na prática. Na prática de engenharia, a 
questão do projeto sob incertezas é endereçada indiretamente, através do uso de coeficientes de segurança. 
Utilizando estes coeficientes, é possível produzir um projeto seguro, ainda que não seja possível medir 
quão seguro o projeto resultante é. Nesta seção, fazemos um paralelo entre a formulação apresentada na 
Seção 3.2 e a prática usual de projeto utilizando coeficientes de segurança. 


3.3.1 Valores característicos de resistência e solicitação 


Para realizar o projeto de estruturas de maneira determinística, ou sem a consideração explicita das 
variáveis aleatórias, trabalhamos com valores característicos de resistências e solicitações. Para variáveis 
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normais, os valores característicos são obtidos como: 


re = ur kroR 
Sk = WUg+tksos 


onde r; é a resistência característica e kr é uma constante que reflete a confiança associada com o valor 
característico rk (Figura 3-6).O nível de confiança associado às constantes k e aos valores característicos 
assim obtidos é determinado a partir da função de distribuição cumulativa de probabilidades. Para 
variáveis normais, tem-se: 


Tabela 3.1: Níveis de confiança para distribuição normal 
Constantes kn e ks Nível de confiança 
PHR > rk+ =1-— Fr(rk) 
PRS< su) =Fs(s) 


1.000 0.841 
1.645 0.950 
2.000 0.977 
3.000 0.999 


Para distribuições estatísticas diferentes da normal, os valores característicos são obtidos em termos 
da inversa da função de distribuição cumulativa de probabilidades e do nível de confiança py desejado. 
Sendo: 

pre=PHR>r;h ou pp=PHS< sh 


tem-se: 
= Fa = ) 
Tk = R Dk 
—1 
Sk = Fg (pk) 
O uso de valores característicos de resistência e solicitação em projeto representa uma margem de 
segurança. Para avaliar a dimensão desta margem, é conveniente dividirmos os valores característicos 


pelos valores médios. Desta forma, obtemos um fator de redução da resistência, dy, e um fator de 
majoração de solicitações, ;., semelhantes aos utilizados em normas técnicas: 


r 
ur 
Ss 
q = É>1 
Us 


Os fatores de redução da resistência e de majoração de solicitações dependem das distribuições de 
probabilidade destas variáveis. As Tabelas 3.2 e 3.3 mostram os valores destes coeficientes, obtidos 
fixando o nível de confiança desejado (py) em 95% e considerando um mesmo valor médio, para diferentes 
distribuições de probabilidade e diferentes coeficientes de variação (C.V.). 


Tabela 3.2: Fatores de redução de resistência q, para confiança pr = 0.95 (95%). 
Distribuição dk 
C.V. 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
Normal 0.8355 0.6710 0.5065 0.3421 0.1176 
Lognormal 0.8445 0.7080 0.5910 0.4927 0.4112 
Gumbel 0.8694 0.7389 0.6083 04778 0.3472 
Frechet 0.8802 0.7809 0.6999 0.6344 0.5818 
Weibul 0.8169 0.6470 0.4979 0.3736 0.2747 
Gamma 0.8414 0.6953 0.5608 0.4355 0.3416 








Nas tabelas, observamos uma variação muito grande dos fatores 4; e Yx, em função da distribuição 
de probabilidades e do coeficiente de variação destas variáveis. Por conta desta variação, o uso de 
valores característicos em projeto não é suficiente para garantir uniformidade da segurança das estruturas 
projetadas. 
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Tabela 3.3: Fatores de majoração de solicitações y, para confiança py = 0.95 (95%). 
Distribuição Yk 
C.v. 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
Normal 1.164 1.329 1.493 1.658 1.822 
Lognormal 1.172 1.358 1.552 1.750 1.945 
Gumbel 1.187 1.373 1.560 1.746 1.933 
Frechet 1.187 1.367 1.534 1.681 1.809 
Weibull 1.142 1.305 1.489 1.689 1.903 
Gamma 1170 1.350 1.541 1.752 1.938 





3.3.2 Condição de projeto 


Considerando uma equação de estado limite em sua forma mais elementar (Eq. 3.4), o problema do 
projetista consiste em dimensionar uma estrutura e seus membros de tal forma que esta atenda aos 
requisitos de projeto: 


determinar R tal que R> S (3.16) 


sendo R e S duas variáveis aleatórias. Para resolver este problema de forma determinística (isto é, sem 
utilizar diretamente a teoria de probabilidades), o projetista utiliza coeficientes de segurança e valores 
representativos de R e S, conforme segue. À equação de projeto correspondente é: 

rD>sp (3.17) 


onde as letras minúsculas indicam que não se trata mais de variáveis aleatórias, mas de valores represen- 
tativos das mesmas, e o índice p se refere a condição de projeto (design). Portanto, rp é a resistência 
de projeto, e sp é a solicitação de projeto. Trata-se de dois valores representativos, entre os (infinitos) 
valores que R e S podem assumir. Ao projetar utilizando a condição de igualdade, recupera-se a equação 
de estado limite do problema (Eq. 3.4), mas agora escrita em termos dos valores representativos: 


g(rp,sp)=rDp—sD=0 (3.18) 


A margem de segurança necessária é criada ao escolher-se, de maneira apropriada, os valores de 
projeto para a resistência e a solicitação. No contexto das normas de projeto utilizadas na engenharia de 
estruturas, utilizamos coeficientes de segurança parciais, aplicados aos valores característicos de resistência 
e a valores característicos ou nominais das ações. 

A resistência de projeto é dada por: 

TYTD=— ÓRTk (3.19) 
onde Yp < 1 é um fator de redução da resistência e rx é o valor caracterísico da resistência. Nas normas 
Brasileiras, utilizamos um coeficiente de redução da resistência, yp = 1/$p, o qual (em termos gerais) é 
equivalente ao fator 4p, de forma que rp = rk/Yp- 

A solicitação de projeto é obtida multiplicando um valor característico ou nominal da solicitação 
(ação) por um fator de majoração de carregamentos, Ys > 1, tal que: 


SD =9s8n (3.20) 


Reunindo os resultados (3.19) e (3.20) na Equação (3.17), obtemos: 


ÓRTk 2 Y88n 


Dividindo esta equação pelo termo a direita, obtemos um “fator de segurança parcial”, que será unitário 
ao projetarmos usando a igualdade: 


dg Et (3.21) 


Considerando À = 1, percebemos que o termo ys/$p corresponde ao fator de segurança global, 
utilizado em muitas normas técnicas antigas. O fator de segurança global cria uma margem de segurança 
em relação aos valores característicos de resistência e solicitação: 


LR Pe 
=" =AG 
Sn PR 
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Incorporando na Eq. (3.21) as margens de segurança criadas em projeto ao utilizarmos os valores 
característicos, obtemos: 


ia PrPkUR >1 
YsYkbis 


O termo up/Lg nesta equação é conhecido como fator de segurança central, utilizado em algumas normas 
técnicas (por exemplo, na geotecnia): 


(3.22) 


Utilizando esta definição e a igualdade à direita na Eg. (3.22), obtemos uma relação entre os diferentes 
fatores de segurança: 
Ag = Pra, 
Yk 
Este resultado mostra que o fator de segurança global é menor do que o fator de segurança central. 
Isto ocorre porque o fator central cria uma margem de segurança em relação à média das distribuições, 
enquanto que o fator global cria esta margem a partir dos valores característicos. 

A Eq. (3.22) mostra que os fatores de redução de resistência poderiam ser incorporados em um só, 
fazendo (Pró; = 4). O mesmo poderia ser feito para os fatores de majoração de solicitações (Y 5% = 7), 
de forma que: 

ig bh (3.23) 
Yes 

De fato, a explicação para a forma da Equação (3.22) é histórica: esta equação se explica por conta 
da adoção, no meio técnico, de valores nominais e característicos como valores representativos de ações e 
resistências. 

A Figura 3-6 ilustra uma típica condição de projeto estrutural utilizando coeficientes parciais de 
segurança. Estão representados nesta figura: 


1. A função de densidades de probabilidade (fs(s)) de uma variável de solicitação, que tipicamente 
representa a distribuição de extremos correspondente a um determinado período de retorno; o valor 
nominal desta solicitação (sm) que corresponde a uma probabilidade de 63% de ser excedido dentro 
do período de retorno. 


2. A função de densidades de probabilidade (fr(r)) de uma variável de resistência, e o valor carac- 
terístico da resistência (rx), tipicamente associado a uma probabilidade de 95% de ser excedido 
dentro do período de retorno. 


3. Os valores de projeto de solicitação e resistência, obtidos segundo Egs. (3.20 e 3.19), e as respectivas 
margens de segurança em relação aos valores nominais e característicos. 


4. A margem de segurança adicional obtida quando Ap > 1 na Eg. (3.21) Usualmente, projeta-se com 
Ap = 1 ou com Ap marginalmente maior do que 1. 
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Figura 3-6: Configuração típica de projeto estrutural utilizando coeficientes de segurança. 
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3.4 FORMULAÇÃO DOS PROBLEMAS DE CONFIABILIDADE 
ESTRUTURAL 


3.4.1 Carregamento estrutural 


Para abordar de forma apropriada problemas de confiabilidade estrutural, é fundamental perceber que 
os carregamentos em estruturas variam ao longo do tempo. Desta forma, em um problema de confia- 
bilidade estrutural típico, os carregamentos são representados por processos estocásticos. Exemplos de 
carregamentos estruturais são: 


1. cargas ambientais em geral (vento, ondas, correntes marítimas, neve, chuva, etc.); 


2. cargas dinâmicas em geral (cargas de impacto, cargas de terremoto, carga móvel em pontes, cargas 
produzidas por escoamento turbulento, vibrações livres e forçadas em geral, etc.); 


3. cargas cujo carácter estocástico de variação no tempo é mais sutíl, pois mudam lentamente (carga de 
ocupação em prédios, nível de agua em um reservatório ou barragem, carga em pilares de fundações, 
pressão do solo em barragens, etc); 


4. e alguns poucos carregamentos que não mudam ao longo do tempo (peso próprio da estrutura, etc.). 


Fica claro que os carregamentos listados nos ítens 1. e 2. acima devem ser representados através de 
processos estocásticos dependentes do tempo. Isto também é verdade, ainda que menos óbvio, para os 
carregamentos listados no ítem 3. Já os carregamentos que não mudam ao longo do tempo (ítem 4.) 
podem ser representados por variáveis aleatórias. Como o carregamento estrutural típico é um processo 
estocástico, o problema de confiabilidade estrutural típico é um problema dependente do tempo. Um 
problema de confiabilidade dependente do tempo é nada mais do que um problema que envolve processos 
estocásticos. 

Em problemas envolvendo um único carregamento, estaremos interessados no máximo valor que este 
carregamento atinge ao longo de determinado período de utilização ou ao longo da vida útil da estrutura. 
Conforme veremos no Capítulo 7, o valor máximo de um processo estocástico em determinado intervalo 
de tempo é uma variável aleatória. Isto permite converter um problema de confiabilidade estrutural 
dependente do tempo em um problema independente do tempo. 

Em geral, mais de um carregamento atua simultâneamente em uma estrutura. Em alguns casos, 
pode-se utilizar técnicas de combinação de carregamentos para determinar um carregamento equivalente. 
Isto pode ou não permitir a conversão para um problema de confiabilidade estrutural independente do 
tempo. 

Neste material, representamos um carregamento estrutural por Q(t), de maneira coerente com a 
nomenclatura adotada para processos estocásticos, mas já diferenciando carregamentos das variáveis de 
resistência (que são representadas por R). Em problemas envolvendo mais de um carregamento, estes 
são representados por um vetor de processos estocásticos Q(t). 


3.4.2 Resistência estrutural 


Em geral, a resistência de estruturas e membros estruturais também varia com o tempo, ainda que de 
forma mais lenta do que os processos de carregamento. A propagação de trincas de fadiga, a corrosão 
e o desgaste são fenômenos típicos que levam à redução da resistência ao longo do tempo. A cura do 
concreto é responsável por um aumento da resistência ao longo do tempo. À fluência é outro fenômeno 
dependente do tempo que afeta a resistência estrutural. Em problemas de confiabilidade estrutural, três 
situações podem ocorrer em termos de variação da resistência com o tempo: 


1. a resistência não muda ao longo do tempo, ou a variação é tão pequena que pode ser desprezada; 
2. a resistência varia de forma paramétrica (determinística); 
3. a variação da resistência com o tempo é um processo estocástico. 


Na condição de resistência invariante com o tempo, a mesma é representada por um vetor de variáveis 
aleatórias, R. 
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3.4.3 O papel do parâmetro tempo em problemas de confiabilidade estrutural 


Em problemas estruturais, carregamentos que não variam ao longo do tempo dão origem a problemas 
estáticos, enquanto que carregamentos dependentes do tempo levam a problemas dinâmicos. Em confia- 
bilidade, um problema dependente do tempo é aquele que envolve processos estocásticos, enquanto que 
um problema que envolve apenas variáveis aleatórias é dito independente do tempo. É importante obser- 
var, no entanto, que estes dois níveis de dependência com o tempo são independentes. Pode-se encontrar 
problemas de confiabilidade dependente do tempo nos quais a resposta mecânica é tipicamente estática, 
assim como temos problemas de confiabilidade independentes do tempo nos quais a resposta mecânica é 
dinâmica. 

O caso de independência conjunta do tempo é trivial, e envolve uma resposta estrutural estática em 
um problema caracterizado por variáveis aleatórias. 

Um processo estocástico de carregamento que varia lentamente com o tempo dá origem a um problema 
de confiabilidade estrutural dependente do tempo onde a resposta da estrutura é estática. Um exemplo 
típico deste tipo de carregamento é a carga útil em prédios, que varia aleatóriamente conforme as idas e 
vindas dos inquilinos. 

A resposta transiente de uma estrutura sujeita a um carregamento de impacto representado por uma 
variável aleatória é um exemplo de problema de confiabilidade independente do tempo no qual a resposta 
estrutural é dinâmica. 

Por fim, uma estrutura sujeita a carregamentos estocásticos representa um problema dinâmico de 
confiabilidade estrutural dependente do tempo. Este tipo de problema também é chamado de problema 
de vibrações aleatórias. 

Como pode ser imaginado, a solução de problemas de confiabilidade estrutural dependente do tempo, 
i.e., envolvendo processos estocásticos, é mais trabalhosa do que a solução de problemas envolvendo apenas 
variáveis aleatórias. Na próxima seção, a fomulação de um problema estrutural típico, de confiabilidade 
dependente do tempo, é apresentada. 


3.4.4 Problema de confiabilidade dependente do tempo 


Conforme vimos, carregamentos estruturais típicos são representados por processos estocásticos, de forma 
que o problema de confiabilidade estrutural típico é um problema dependente do tempo. A Figura (8-1) 
ilustra um problema escalar deste tipo. Esta ilustração reflete a dependência do problema em relação 
à variável tempo, mas não reflete a multi-dimensionalidade do problema em termos das dimensões dos 
vetores R e S(t). 







rs 


r(t) = realização de R(t) 





s(t) = realização de S(t) 





Ís(s,t) 


Figura 3-7: Problema de confiabilidade estrutural típico envolvendo carregamento estocástico e variação 
da resistência no tempo. 


As equações de estado limite em um problema típico correspondem a modos de falha dependentes do 
tempo: 


RS.) =0 
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Conforme vimos, os domínios de falha e sobrevivência neste caso também são funções do tempo: 


De(t) = L(rs)lg(r,s,t)<0) 
Ds(t) = (r,s)lg(r,s,t) > 0) (3.24) 


O problema de confiabilidade estrutural dependente do tempo corresponde à avaliação da probabili- 
dade de que o processo estocástico de carregamento S(t) exceda a resistência R(t) da estrutura a qualquer 
instante durante o período T' de vida útil da mesma. Como qualquer ocorrência deste evento leva a falha 
da estrutura, independentemente do instante t em que ocorra, a probabilidade de falha é calculada a 
partir do mínimo valor da equação de estado limite durante o período de interesse: 


= i < 
PT) =P | min g(R,8,t) <0 (3.25) 


Em geral, não estamos interessados no particular instante t em que a falha ocorre, mas sim na primeira 
ocorrência do evento S(t) > R(t). Falamos, neste caso, em um modelo de falha à primeira sobrecarga, 
que será estudado no Capítulo 8. 

Para um determinado tempo t, uma probabilidade de falha instantânea pode ser calculada integrando- 
se a função conjunta de distribuição de probabilidades sobre o domínio de falha: 


RMANSNSA, (t) — / fRs (r, s, t)drds (3.26) 
Dy(t) 


Esta é a probabilidade de que uma sobrecarga ocorra exatamente no instante t. É importante observar 
que tal probabilidade de falha não pode ser integrada no tempo! Basta observar que, para qualquer valor 
desta probabilidade, existe um tempo T maior que zero tal que a probabilidade resultante seria maior do 
que um! Isto ocorre porque as probabilidades de ocorrência de uma sobrecarga em dois intantes distintos 
tie to são eventos dependentes, i.e., uma sobrecarga só pode ocorrer em um instante to > t; se não tiver 
ocorrido no instante ty. 

Quando o processo de carregamento S(t) é estacionário e não existe variação da resistência ao longo do 
tempo, o problema de confiabilidade é estacionário, o que significa que as probabilidades que caracterizam 
o problema não mudam ao longo do tempo. A variação da resistência com o tempo e/ou um carregamento 
não estacionário tornam o problema de confiabilidade não-estacionário. 

A Tabela 3.4 ilustra os diferentes métodos de solução de problemas de confiabilidade dependente do 
tempo. 


Tabela 3.4: Métodos de solução de problemas de confiabilidade dependente do tempo 








Problema Número Tipo Método de solução solução 
de cargas envolve 

Estacionário 1 ag Integração no tempo VA 
n ag Regra de Turkstra VA 

Não estacionário 1 qq conf. dependente do tempo PE 

ou estacionário n discretas combinação carregamentos PEeVA 
n qa point-crossing formula PE e VA 
n continuas out-crossings PE e VA* 


VA = variáveis aleatórias; PE = processos estocásticos. *ou simulação direcional 


Estes métodos serão estudados no Capítulo 8. A tabela mostra que vários métodos de solução de 
problemas dependentes do tempo fazem uso de soluções envolvendo apenas variáveis aleatórias. Em 
outras palavras, a solução dos problemas dependentes do tempo exige a solução de um ou mais problemas 
independentes do tempo. Como a solução de problemas envolvendo apenas variáveis aleatórias é também 
mais simples, estes problemas serão estudaremos primeiramente. 


3.4.5 Problema de confiabilidade independente do tempo 


Um problema estrutural envolvendo apenas variáveis aleatórias é chamado de um problema independente 
do tempo. Em geral, as variáveis aleatórias são de resistência ou de solicitação. Por isto, a diferenciação 
com as letras Re S é evitada, e o vetor de variáveis aleatórias que caracteriza o problema é simplesmente 
chamado de X. 
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Em termos das variáveis de projeto, a equação de estado limite é: 


9(X) = 9(Xr, Xs) = 9(X1, Xo,...,Xn) = 0 (3.27) 


O domínio de falha é o conjunto de todos os valores que X pode assumir e que levam a falha da 
estrutura, conforme representado na Figura 3.2. O domínio de sobrevivência ou de operação “segura” é 
o conjunto complementar a este: 


Dj = 
D, = 


txlg(x) < 0) 
txlg(x) > 0) 


A probabilidade de falha é obtida integrando-se a função conjunta de densidade de probabilidades 
fx(a) sobre o domínio de falha (Eq. 2.46): 


(3.28) 


Pr= |, fx(x)dz (3.29) 


Para problemas multi-dimensionais envolvendo uma função linear g(X) de variáveis aleatórias normais, 
o índice de confiabilidade de Cornell (Eq. 3.12) é obtido como: 


E penca Elg(X)) (3.30) 


oc  vVarlg(X)] 


Nos próximos capítulos, estudaremos diferentes métodos de solução do problema formulado na Equação 
(3.29). Estes métodos serão empregados na solução de problemas dependentes do tempo, envolvendo 
processos estocásticos. A Tabela 3.5 resume os métodos de solução de problemas de confiabilidade estru- 
tural independente do tempo. 





Tabela 3.5: Métodos de solução de problemas de confiabilidade independente do tempo 














Nível de Método de Distribuições Funções dees- Incerteza em Resultado 
análise cáculo de probabili- tado limite parametros 
dade 

|: Normas Calibração Não são uti- Usualmente Fatores arbi- Fatores de se- 
técnicas com técnicas lizadas linear trários gurança parci- 

nível 2 ou 3 ais 
2: Métodos Algebra de Apenas dis- Linear, ou Incluída como Probabilidade 
de | segundo segundo tribuição aproximada VA Normal de falha 
momento momento Normal como tal nominal Psy 
3: Métodos Transformação Distribuição Linear, ou Incluída como Probabilidade 
“exatos” normal equiv. | aproximada VA de falha P, 

como tal 

Integração Utilização Qualquer 

numérica e plena forma 

simulação 
4: Métodos de Qualquer mét. mais inform. Custo mínimo 
decisão acima, de custos 





3.4.6 Nível da análise de estado limite 


Em geral, uma análise de estado limite pode ser feita a nível de material, a nível de membros estruturais 
ou a nível estrutural. O nível de análise corresponde ao espaço ou à dimensão na qual a comparação 
entre solicitação e resistência é realizada. 

Nos problemas de engenharia mecânica, envolvendo componentes estruturais, esta comparação é geral- 
mente realizada a nível de material, conforme ilustrado na Figura (3-8). Os efeitos de carregamento são 
tensões, deformações e fatores de intensidade de tensões (Kr). A resistência é determinada diretamente a 
partir de valores destes efeitos que são críticos para o material. À análise a nível de material é realizada 
nos pontos críticos do componente estrutural. 

Já na engenharia civil, é comum a comparação entre solicitação e resistência ser realizada a nível 
de elementos estruturais. Neste caso, os efeitos de carregamento são os esforços internos solicitantes. 
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A resistência é determinada a partir de um modelo que determina os esforços internos resistentes em 
função das dimensões do elemento e da resistência dos materiais que o compõem. Em estruturas de 
pórticos, por exemplo, a solicitação é dada por um momento fletor solicitante, e a resistência pode ser o 
momento elástico ou o momento para formação de uma rótula plástica. Este nível de análise é um nível 
intermediário, conforme ilustrado na Figura (3-8), onde tanto a resistência como a solicitação são obtidos 
através de modelos: 


S(t) = efeito de carregamento [Q(t)] 
R(t) = função de resistência [R.t] (3.31) 


Um terceiro nível de análise corresponde à resposta de estrutura como um todo. À comparação entre 
resistência e solicitação neste caso é feita em termos de um deslocamento crítico ou carregamento crítico. 


Independentemente do nível da análise, a comparação entre resistência e solicitação é realizada em 
termos de uma variável escalar, conforme fica evidente na Equação (3.31): 


g(R,S,t) = função de resistência [R;t] — efeito de carregamento [Q(t)] 
= R(t)-sSt(t) (3.32) 


Note que o estado limite é em geral um grandeza escalar, ainda que isto não esteja explicito em uma 
equação da forma g(R,S,t) = 0. 


É importante observar ainda que na solução de problemas multi-dimensionais, não é necessário (e 
muitas vezes é impossível) colocar a equação de estado limite na forma escalar explicita da Equação 
(3.32). 















CARREGAMENTO Q(1) 


Resposta estrutural 





Comparação a nível 


Solicitação em termos de Resistência de 
de elemento 


esforços internos elementos estruturais 
S(t) = efeito de carregamento[Q(t)] R(t) = função de resistência [R$] 





Resposta estrutural Modelo de resistência 


Comparação a nível 


Solicitação a nível de material : Resistência de material 
de material 


(tensões, deformações , K,) (tensões críticas, def. críticas, Kjc) 
S(t) = efeito de carregamento[Q(?)] R(t) = função de resistência [R$] 


Resposta estrutural RESISTÊNCIA R 


Comparação a nível 


Somatório de deformações id 
de estrutura Deslocamento crítico 
ao longo da estrutura 
(deslocamentos) 


Figura 3-8: Níveis de análise em que a comparação solicitação x resistência pode ser feita. 
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3.5 PROGRAMAS DE CONFIABILIDADE ESTRUTURAL EXIS- 
TENTES 


Atualmente, existem a nível mundial alguns poucos programas para a solução de problemas de confiabi- 
lidade estrutural. Os programas mais importantes são apresentados na Tabela 3.6: 


Tabela 3.6: Programas de confiabilidade estrutural 





Programa — Origem Lançamento Preço (US$)* 
NESSUS Southwest Research Institute, Texas 1989 20.000,00 
PROBAN  DnV/Veritas Sesam Systems, Noruega 1989 20.000,00 
STRUREL RCP Gmbh, Alemanha 1992 10.000,00** 
ISPUD University of Innsbruck, Austria 1986 2.200,00 
CALREL University of California, Berkeley 1989 1.100,00** 
COMPASS  Martec Limited, Halifax, Canada 1992 2.500,00 
StRAnD Escola de Engenharia de São Carlos 2007 sob consulta 


“Valores de 1992; “licensa anual. 


Tabela 3.7: Características dos programas de confiabilidade estrutural 





Programa Características 

NESSUS Módulo de EF probabilísticos integrado; modelagem de campos estocásticos; iterface 
com programas de EF comerciais: ANSYS, NASTRAN. 

PROBAN Parâmetros com distribuição aleatória; módulos especiais para inspeção e 
manutenção; confiabilidade de sistemas. 

STRUREL Problemas de confiabilidade dependente do tempo; integrado com pacote de EF 
próprio; análise estatística de dados. 

ISPUD Integração numérica adaptativa, amostragem por importância. 

CALREL Interface com pacote de EF próprio (CALREL-FEAP). 

COMPASS Interface com pacote de EF próprio (STOVAST). 

StRAnD Confiabilidade dependente do tempo; confiabilidade de sistemas, otimização de 


risco, interface com pacote de EF comerciais (ANSYS). 













MÓDULO DE CONFIABILIDADE 





MÓDULO MECÂNICO 


Definição do valor dos parâmetros 
de projeto (ponto X =x) onde a 
equação de estado limite (resposta Determina a resposta da 
mecânica) deve ser avaliada estrutura: 

* esforços; 

* deslocamentos; 
Avaliação da equação de estado * tensões; 





limite: = . ões: 
g(x) =9 deformações; 








Mais pontos necessários? 





Cálculo da probabilidade de falha: 
P,=Plg(x)<0] 


Figura 3-9: Independência entre módulos de analise mecânica e de confiabilidade. 





Capítulo 4 


METODOS DE E 
TRANSFORMAÇÃO 


4.1 INTRODUÇÃO 


A solução de problemas de confiabilidade estrutural, conforme formulado na Eq. (3.29), envolve a deter- 
minação (ou uma aproximação) da função conjunta de densidade de probabilidades, fx(x), bem como 
aproximações do domínio de integração. Diferentes métodos de solução, incluindo métodos de trans- 
formação e simulação de Monte Carlo, envolvem diferentes aproximações de fx(x) e do domínio de 
integração. 

Na prática, não temos observações que permitam determinar diretamente a função conjunta de den- 
sidades fx(x). Isto significa que esta função deve ser construída com base na informação existente, o 
que na maioria dos casos se limita à informações sobre as funções de distribuição marginais, e em alguns 
casos ao coeficiente de correlação entre pares de variáveis aleatórias. 

No método de primeira ordem e segundo momento ou FOSM - First Order Second Moment - a equação 
de estado limite é aproximada por uma função linear, e a informação estatística para construção de fx (x) 
se limita aos momentos de até segunda ordem (média e desvio-padrão). Uma representação das variáveis 
aleatórias do problema por seus momentos de primeira e segunda ordem é equivalente a assumi-las com 
distribuição normal. Esta hipótese é bastante limitante no tocante à solução de problemas práticos. No 
entanto, a solução conhecida como FOSM é a base teórica para a construção de soluções mais robustas, 
e de maior aplicação prática. O método FOSM é a base dos demais métodos de transformação. 

No método de confiabilidade de primeira ordem ou FORM - First Order Reliability Method - toda a 
informação estatística a respeito das variáveis aleatórias do problema é utilizada. Isto inclui distribuições 
marginais não-normais bem como os coeficientes de correlação entre pares de variáveis. O domínio de 
integração na Eg. (3.29) ainda é aproximado por uma função linear. O método de confiabilidade de 
segunda ordem ou SORM - Second Order Reliability Method - utiliza a mesma informação estatística 
para construção da função conjunta de densidades, mas aproxima a equação de estado limite por uma 
equação de segundo grau. 

Neste capítulo, estudamos inicialmente o método de segundo momento (FOSM), e em seguida os 
métodos de primeira e de segunda ordem (FORM e SORM). 

O problema fundamental de confiabilidade foi definido em R? na Seção 3.2.3, e foi resolvido em R 
na Seção 3.2.4. Uma formulação mais geral, em R”, foi apresentada na Seção 3.4.5, para um problema 
envolvendo n variáveis aleatórias. Neste capítulo, estudamos como a solução fundamental é estendida 
para R”, e adaptada para problemas envolvendo variáveis aleatórias com qualquer distribuição de prob- 
abilidades. Inicialmente, uma solução do problema fundamental é obtida em R?, e então generalizada 
para o R”. 

Os métodos de confiabilidade estrutural ditos “de transformação” estão baseados em um mapeamento 
(transformação) do vetor de variáveis aleatórias do problema, X, com qualquer distribuição conjunta 
de probabilidades, em um vetor de variáveis aleatórias Y, com distribuição normal padrão. Estes dois 
vetores estão definidos em R”, sendo n o número de variáveis aleatórias do problema. A imagem de 
cada um destes vetores é formada por diferentes sub-conjuntos do R”. Neste material, denotamos por X o 
subconjunto de R” correspondente a imagem do vetor X, e por Y o subconjunto correspondente a imagem 
do vetor Y.Desta forma, os métodos de transformação estão baseados em um mapeamento que leva de 
X>YedeY>X. Na literatura de confiabilidade estrutural, o conjunto X é chamado, genéricamente, 
de "espaço de projeto”, pois corresponde aos valores que as variáveis de projeto (vetor X) pode assumir. 
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De maneira semelhante, o conjunto Y é chamado de 'espaço normal padrão”. No conjunto X, as variáveis 
tem dimensão (MPa, kN, mm, etc), enquanto que o conjunto Y é adimensional. E importante observar 
que, nestas definições, o emprego da palavra “espaço” não condiz com a interpretação matemática. 


4.2 FOSM- MÉTODO DE PRIMEIRA ORDEM E SEGUNDO 
MOMENTO 


4.2.1 A transformação de Hassofer e Lind 


Os métodos de transformação (FOSM, FORM e SORM) estão baseados na importante transformação de 
Hassofer e Lind: 


Xi — Ux; 
OX; 


Y = (4.1) 


A Eq. (4.1) transforma um conjunto (vetor) de variáveis Gaussianas X, com média e desvios-padrão 
quaisquer, em um conjunto Y de variáveis aleatórias normais com média nula e desvio padrão unitário. 

A função conjunta de distribuição de probabilidades fy(y) é chamada de distribuição normal padrão 
multi-variável ou multi-dimensional: 


óu(y) = teen exp [55 Iv Ê] 


onde |ly|| = /y7 - y é a norma Euclidiana do vetor y. Esta distribuição possui importantes propriedades 
de simetria e decaimento exponencial em relação à origem, que são exploradas na solução via FOSM e 
FORM.. 


4.2.2 Interpretação geométrica do índice de confiabilidade 


Uma interpretação geométrica do índice de confiabilidade 8 é obtida aplicando-se a transformação de 
Hassofer e Lind ao problema de confiabilidade fundamental (Eq. 3.5) e resolvendo-se o seguinte problema 
de otimização: 


encontrar o ponto: (yi,42) 
que minimiza: d=y+ys 
sujeito a: g(ym,y2) = 0 


Transformando as variáveis Re S nas variáveis Y e Y5, através da Eq. (4.1), a expressão da margem 
de segurança se torna: 


m(r,s)=r—s=g(gn,y2)=WoRr+ tr —y2os — lis (4.2) 
O problema é ilustrado na Figura (4-1). 
Fazendo g(y1,y2) = O e isolando y, na expressão (4.2), obtemos: 


or + = 
ip the ia his (4.3) 
os 


O quadrado da distância entre um ponto qualquer (y1,12) e a origem é d? = y? + y3. Derivando em 
relação a y e igualando a zero, obtemos a condição de mínimo: 


Utilizando a Eq. (4.3), obtemos a coordenada yf do ponto sobre a Eq. g(y1,y>) = O mais próximo da 
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Figura 4-1: Transformação das variáveis Re S em variáveis normais padrão. 
origem: 
*o OR 
Y = cy 
Is 
= or(ur— Us) 
ca +o% 


Considerando novamente a distância d2 = y? + y$, derivando em relação a y> e igualando a zero, e 
utilizando a Eq. (4.3), obtemos a coordenada y3 do ponto sobre g(y1,y2) = O mais próximo da origem: 





os 
w = n— 
OR 
Os(Up— Us) 
ch +o% 


Reunindo os dois resultados, temos as coordenadas do ponto sobre m(y1,y>2) = O mais próximo da 
origem: 
(ur — ts) 


— 4.4 
ca +oz TR$05) (4.4) 


(y1,Y>) — 


Substituindo este resultado em d? = y? + y2 e tomando a raiz, obtemos uma expressão para a mínima 
distância entre a equação g(y1,y2) = 0 e a origem (veja Figura 4-2): 


Amin = Cro Es (4.5) 
VoR+HOS 
Observa-se que este resultado é idêntico à expressão do índice de confiabilidade 8 de Cornell (Eq. 
3.12). Podemos generalizar este resultado, constatando que o índice de confiabilidade corresponde à 
mínima distância entre a equação de estado limite e a origem do espaço normal padrão: 


B = Admin == Eai a (4.6) 


VoR+o5 
Como a probabilidade de falha é calculada a partir do índice de confiabilidade: 
Pp = 6(—5) (4.7) 


verifica-se que o índice de confiabilidade 8 é uma medida geométrica da probabilidade de falha. Este 
resultado é utilizado para formular uma definição geométrica do índice de confiabilidade 6: 


Definição 37 O índice de confiabilidade 8 é uma medida geométrica da probabilidade de falha, que 
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Figura 4-2: Aproximação de primeira ordem - integração uni-dimensional. 


corresponde à mínima distância entre a equação de estado limite e a origem do espaço normal padrão Y. 


Este resultado é muito importante, pois permite estender a solução para problemas multi-dimensionais, 
e permite que problemas de confiabilidade independente do tempo sejam resolvidos utilizando algoritmos 
de otimização. Antes de fazermos esta generalização, convém escrever as coordenadas do ponto de mínimo 
(ponto de projeto) em termos do índice de confiabilidade 8. Para isto, introduzimos o vetor de cossenos 
diretores do ponto de projeto: 





E PARE 1 (5 o) 
, [Vala gol Vl yo) À Oy dy 
1 





OR,;7Os 
VaR Eos CS 


Substituindo este resultado na Eq. (4.4), e utilizando a Eq. (4.6), obtemos: 








nu) E = casas) CE 
VoR+HOS VoR+OS 
= —(a,02)8 (4.8) 


Este resultado mostra que o ponto de projeto é ponto de projeção da equação de estado limite sobre a 
origem do espaço Y. 


4.2.3 O ponto de projeto 


O ponto y* (ou (yf,y5)) sobre a equação de estado limite que corresponde à minima distância à origem 
(Eq. 4.4) é chamado de ponto de projeto, e é habitualmente indicado por um asterisco (*). O ponto de 
projeto vem a ser o ponto sobre o domínio de falha com maior probabilidade de ocorrência, como será 
visto. 

A transformação para o espaço normal padrão dá origem a uma distribuição multi-normal padrão 
fy(y), a qual possue simetria radial, e cujas curvas de equi-probabilidade são círculos concêntricos cen- 
trados na origem (Figura 4-1). Na figura pode-se identificar o fato de que o ponto sobre o domínio de 
falha com a maior probabilidade de ocorrência é aquele que intercepta a linha de equi-probabilidade de 
maior conteúdo de probabilidade. Devido à forma circular das linhas de equi-probabilidade, este é tam- 
bém o ponto sobre a equação de estado limite mais próximo da origem. Isto acontece porque a função 
de densidade multi-normal padrão decai exponencialmente com a distância radial da origem, enquanto 
que a distância à origem aumenta de forma quadrática. Portanto, o ponto de projeto é o ponto sobre o 
domínio de falha com maior probabilidade de ocorrência. 

Este resultado também é muito importante. Por ser o ponto sobre o domínio de falha com maior 
probabilidade de ocorrência, o ponto de projeto é também o ponto ideal para se realizar a linearização 
da equação de estado limite, quando esta for não-linear. 
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4.2.4 Generalização para problemas n-dimensionais 


Os resultados apresentados na Seção (4.2.2), obtidos em R2, podem ser generalizados para problemas 
n-dimensionais (R”). A solução do problema de confiabilidade independente do tempo no espaço normal 
padrão passa a ser a solução do seguinte problema de otimização: 


encontrar o ponto: y: 
que minimiza: d=Iyll=vy7-y 
sujeito a: g(y)=0 (4.9) 


onde d é a distância entre um ponto y qualquer e a origem. Este é um típico problema de otimização 
com restrições. Neste caso, o índice de confiabilidade é a mínima distância, encontrada como: 


B=Iyll=vy7-y* (4.10) 


Este é conhecido como o índice de confiabilidade de Hassofer e Lind (1974). 
Neste caso, o vetor gradiente da equação de estado limite g(y) é: 


“SJôOg dg 9 
Vade (Ho Ed x) 


Os cossenos diretores de um ponto qualquer sobre a equação de estado limite são obtidos dividindo-se 
o vetor gradiente pelo módulo do mesmo: 


a(y) = 80 (4.11) 


“AV9OI 


O ponto de projeto y* é o ponto sobre a equação de estado limite mais próximo da origem do espaço 
Y. Neste ponto, o gradiente da equação de estado limite se projeta sobre a origem, de forma que: 


y* = af (4.12) 


onde 5 = ||y*|| é a distância entre y* e a origem do espaço Y. Note a semelhança desta expressão com a 
Eq. (4.8). 


4.2.5 Equação de estado limite linear 


Em Rº”, uma equação de estado limite g(x) = O linear vem a ser um hiper-plano. A transformação de 
Hassofer e Lind é linear, e portanto tem a propriedade de preservar a linearidade da equação de estado 
limite. Assim, a equação de estado limite no espaço Y, g(y) = 0, é também um hiper-plano. Os cossenos 
diretores deste hiper-plano (Eq. 4.11) são constantes (função linear). 

As coordenadas do hiper-plano no espaço Y podem ser escritas como: 


gm) =B+0.y=8+D am=0 (4.13) 
1=1 


A equação correspondente no espaço de projeto X é obtida aplicando a transformação (Eq. 4.1) em 
(4.13): 











bi= bo=8-S bx, 


i=1 
obtemos: 


g(x) = bo + Do bia =0 
1=1 


que também é uma função linear em x. Tomando o valor esperado da função g(X): 


98 ANDRÉ T. BECK, MÉTODOS DE TRANSFORMAÇÃO 





Elg(X)] = bo + >» biux, =B 
i=1 


Tomando a variância de g(X): 


n n 2 
Qi 
Varlo()] =D tto%, = 3 (22) 0% =1 
1=1 


i=1 f 





Para uma equação de estado limite linear e distribuições normais, o índice de confiabilidade de Cornell 
(Eq. 3.30), é calculado como: 
Elg(X)] 8 


B 





Var] 1 
Observamos que este resultado é idêntico ao índice de confiabilidade 5 calculado a partir da solução do 
problema de minimização no espaço Y. Portanto, o índice de confiabilidade 8 independe do espaço de 
solução. Em geral, esta observação só é válida para equações de estado limite lineares. 


Exemplo 38 Projeto segundo norma (equação linear). 


Enunciado: A condição de projeto para estruturas sujeitas a cargas permanentes e variáveis, nas 
normas americanas, é dada pela equação: 


PrRn = YpDn ER YLLn 


sendo Pp, Yp € Yr Coeficientes parciais de segurança, R a resistência do elemento, D a ação permanente e 
L a ação variável. O índice , refere-se a valores nominais das respectivas variáveis. A equação de estado 
limite correspondente é linear, e dada por: 


(X)=R-(D+L) 


sendo X = (R, D, L!. As estatíticas das 3 variáveis aleatórias envolvidas estão apresentadas na tabela, em 
relação aos valores nominais. Assumindo distribuições normais e considerando ações nominais unitárias 
(D, = 1, Ln = 1), determine o índice de confiabilidade para os coeficientes parciais utilizados na norma 
americana: 4, = 0.9,yp = 1.2 ey, = 1.6. 


Variável Média CV. 
R 118R, 0.13 
D 1.05D, 0.10 
L 1.00L, 0.25 


Solução: Inicialmente, determinamos o valor nominal da resistência a partir das solicitações nominais 
e dos coeficientes de segurança parciais: 
YpDa+tyiln  12:1+1.6-:1 28 


fi sa 
dr 0.9 0.9 


O vetor de médias é obtido a partir dos valores nominais e dos dados da tabela: M = (3.6711,1.05, 1.0h. 
Um vetor de desvios-padrão é obtido multiplicando os termos de M pelos coeficientes de variação o = 
[0.4772,0.105, 0.25]. Como a equação de estado limite é linear, a Eq. 3.30 pode ser utilizada diretamente: 


je Elg(X)] 3671-105-10 sas 
“ NVVarlgO] v04722+01052+0.252 





4.2.6 Equação de estado limite não-linear 


Equações de estado limite em problemas de confiabilidade estrutural são, em geral, não-lineares. Neste 
caso, a solução é dividida em duas partes: 


1. solução de problema de otimização para encontrar o ponto de projeto e o índice de confiabilidade; 
2. aproximação da equação de estado limite por um hiper-plano, no ponto de projeto. 


Estas etapas são detalhadas a seguir. 
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Solução de problema de otimização 


Conforme vimos, o ponto de projeto corresponde ao ponto sobre a equação de estado limite mais próximo 
da origem. Portanto, ele pode ser encontrado a partir da solução do problema de otimização formulado 
na Eq. (4.9). Utilizando um multiplicador de Lagrange À, obtém-se um problema de otimização sem 
restrições. O Lagrangeano deste problema é: 


L(y,A) = (y7 -y)? + Ag(y) (4.14) 


Um ponto estacionário de (4.14) é obtido derivando-se L(y,A) em relação a y e a À igualando todos os 
termos a zero: 


E: = 41 
dy ya +AVg(y)=0 (4.15) 
OL 

DR 9(y) =0 (4.16) 


A expressão (4.16) é satisfeita automaticamente se y está sobre a egaução de estado limite. A Eq. (4.15) 
leva as coordenadas do ponto estacionário y*s!: 


yS!= Ad V9(y) (4.17) 


Assumindo que este ponto de estacionariedade seja um ponto de mínimo (o ponto de projeto y*), e 


usando d=y” -y, obtém-se: 


A=H(V9g” vg =+ vg 








o que, substituído em (4.17) leva a: 


Vg FE 
dmin=—1 * y* ="Q í: y* (4.18) 
IV gl 


A seguir, mostramos que esta distância mínima vem a ser o índice de confiabilidade 5, obtido através 
de uma linearização da equação de estado limite no ponto de projeto. 


Linearização da equação de estado limite 


Fazendo uma expansão da equação de estado limite g(y) em série de Taylor em torno de um ponto 
qualquer y?, limitada aos termos de primeira ordem, obtemos: 








0) = 045 EE qua) (419) 
= 9(9)+Vg" -(y —y?) (4.20) 


onde Vg é o gradiente da equação de estado limite e 9(y) é uma aproximação linear da equação de estado 
limite. Tomando o valor esperado: 








Elg(y)] = 9(yº) — >) “0 


= 9(y)-Vg"y? 


2 
pd =Vg”.Vg (4.21) 
y=y? 
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Utilizando a definição do índice de confiabilidade (Equação 3.30) obtemos: 


co Ego VgTyP AT up 
(Varlg(y)|)3 (VgT-Vg)? y (4.22) 











Este resultado é identico à Eq. (4.18) para y? = y*. Portanto, a mínima distância entre o ponto de 
projeto e a origem corresponde ao índice de confiabilidade para a equação de estado limite linearizada, 
desde que a mesma seja linearizada no ponto de projeto. 

Conforme visto, o ponto de projeto é também o ponto sobre o domínio de falha com maior probabi- 
lidade de ocorrência, o que significa que o maior conteúdo de probabilidades do domínio de falha está na 
vizinhança deste ponto. Sendo assim, uma linearização da equação de estado limite neste ponto minimiza 
o erro cometido ao se calcular a probabilidade de falha em termos da equação linearizada. 


Aproximação de primeira ordem da probabilidade de falha 


Em resumo, a solução de problemas envolvendo equações de estado limite não lineares evolve a busca 
pelo ponto de projeto e a aproximação da equação de estado limite por um hiper-plano centrado neste 
ponto. Sendo 8 a mínima distância entre a equação de estado limite e a origem do espaço normal padrão, 
uma estimativa de primeira ordem da probabilidade de falha é obtida como: 


Pro = P(—B) (4.23) 


Note que, conforme ilustrado nas figuras (4-1 e 4-2), a integral multi-dimensional sobre o domínio de 
falha (Eq. 3.29) é substituída por uma integral uni-dimensional na variável d, sendo d a distância da 
origem na direção do ponto de projeto y*. 

O método de primeira ordem não forneçe estimativas para o erro cometido com a linearização da 
equação de estado limite. No entanto, este erro pode ser avaliado com base na Figura (4-3). Nesta 
figura, destaca-se que a precisão da aproximação de primeira ordem depende do grau de não-linearidade 
da equação de estado limite no ponto de projeto. A área hachurada na figura corresponde ao conteúdo 
de probabilidade negligenciado com a aproximação de primeira ordem, e portanto corresponde ao erro 
da aproximação. Ao interpretar-se esta figura, deve-se lembrar que o maior conteúdo de probabilidades 
de fx(x) no domínio de falha está nas proximidades do ponto de projeto. Deve-se ressaltar ainda que 
a aproximação de primeira ordem (Eq.4.23) é assintótica, isto é, ela melhora à medida que 8 aumenta. 
Isto significa que, mesmo que o erro relativo ((P; — Ps,o) /P;) permaneça constante, o valor absoluto 
do erro (P, — Ps,o) tende a zero quando É tende a infinito. O erro da aproximação de primeira ordem 
também aumenta com o aumento do número de variáveis aleatórias do problema (Schuéller e Stix, 1987). 


h 





Figura 4-3: Aproximação de primeira ordem (FORM). 
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4.2.7 Solução numérica do problema de otimização 


A solução de problemas de confiabilidade via FOSM (ou via FORM), para equações de estado limites 
lineares ou não lineares, envolve a solução de um problema de otimização para busca do ponto de projeto. 
Com este fim, qualquer algoritmo de otimização capaz de resolver o problema expresso na Eq. (4.9) pode 
ser utilizado. 

Entre os critérios para escolha de determinado algoritmo, estão a generalidade, robustez e eficiência. 
Mereçe destaque a eficiência, medida a partir do número de avaliações da equação de estado limite 
necessários para a convergência. Este número é fundamental quando a equação de estado limite é dada 
de forma numérica, por exemplo através de um modelo de elementos finitos, pois cada avaliação de g(x) 
corresponde a uma solução do modelo de elementos finitos. 

Um algoritmo muito conhecido é o de Hassofer, Lind, Rackwitz e Fiessler, ou HLRF. Este algoritmo 
continua muito popular, devido à sua simplicidade, ainda que não seja necessariamente eficiente para 
equações fortemente não-lineares. Um ponto fraco deste algoritmo é o fato de não existir garantia de 
convergência. Nas seções a seguir estudamos o algoritmo HLRF bem como uma modificação do mesmo 
para o qual a convergência pode ser garantida. Outros algoritmos que podem ser utilizados na solução do 
problema definido em (4.9) incluem: gradientes projetados, multiplicadores de Lagrange, Lagrangeanos 
aumentados, programação quadrática segiiencial. 


Algoritmo de Hassofer, Lind, Rackwitz e Fiessler 


O algoritmo conhecido como algoritmo de Hassofer, Lind, Rackwitz e Fiessler, ou HLRF, foi desenvolvido 
específicamente para solução do problema de otimização em confiabilidade estrutural (Hasofer e Lind, 
1974, Rackwitz e Fiessler, 1978). Sua fórmula recursiva está baseada na aproximação de um ponto 
qualquer y à superfície g(y) = O e na perpendicularização entre o vetor y e a superfície g(y) = 0. 

Seja y» um ponto inicial qualquer, mesmo fora da superfície de falha, mas candidato a aproximar o 
vetor perpendidular a g(y) = O passando pela origem. No ponto yy, uma expansão da equação de estado 
limite em série de Taylor com termos de primeira ordem leva a: 


yn+) = 970) + Vaya)” (yr — yr) =0 (4.24) 


onde Vg(y4) é o gradiente da equação de estado limite (no espaço normal padrão), avaliado no ponto yp. 
Um novo ponto yk+1 é encontrado sobre a equação linearizada, de forma que 9(yk+1) = 0, conforme Eq. 
(4.24). Seja 


— Vglye) 
Au = > 

|VgCye)l 
o vetor de cossenos diretores da equação de estado limite avaliado no ponto yx, e 8; o valor inicial do 


índice de confiabilidade (3, = 4/y7-y;). Da Eq. (4.12) temos y; = —aBy. Substituindo na Eq. (4.24), 
obtém-se: 


(4.25) 


Volyi) yr =— Va(yw)” - (0uBy) — 9(yk) (4.26) 


Como o vetor de cossenos diretores a; possui comprimento unitário, a Eq. (4.26) não se altera quando 
o segundo termo é multiplicado por: 
T Vo(ye)T - au 


a.ca,=—D —— =1 
* É Vol 


Portanto: = 
Vgy(yk) ar 


[VgCye)l 
Desta expressão pode-se eliminar a pré-multiplicação pela transposta do gradiente: 


Volyo)” yr =— Vg(yn)” (any) — g9(yk) 


Portanto, o novo ponto pode ser encontrado como: 


g(yk) | (4.27) 


[VgCye)l 
A Figura 4-4 ilustra o processo iterativo de busca do ponto de projeto, segundo o algoritmo HLRF. 


Yk+1 = —Ok E + 
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domínio de falha 











g(y)=0 


domínio de segurança 


» 


Figura 4-4: Solução iterativa para busca do ponto de projeto. 


Na expressão (4.27), o termo entre colchetes representa a nova aproximação do índice de confiabilidade, 
ou B,,1- Esta expressão é utilizada de forma iterativa, arbitrando-se um ponto inicial y» qualquer, até 
atingir a convergência em y ou em 8. Note que esta expressão depende de a., de 8,., do gradiente Vg(yk.) 
e do valor da função no ponto k, g(yx). A expressão (4.27) é apropriada para uma busca manual pelo 
ponto de projeto, pois fornece a variação no índice de confiabilidade de uma iteração para a próxima. 

Uma expressão alternativa é obtida da Eq. (4.26), pós-multiplicando ambos os termos à direita da 


igualdade pelo termo unitário a7 - a: 


Voly) yr = [Vglye) yr — g(ye)] ox - om 


Vol ves vTr. 
Vara g9(Yk) g9(yx) 


O termo entre parenteses é um escalar, de forma que a pré-multiplicação pela transposta do gradiente 
pode ser eliminada de ambos os lados, resultando: 


Valyi)” yu — g(yk) 
IV g(y ||? 


Esta expressão envolve o ponto yx, O gradiente e o valor da função neste ponto, sendo talvez mais 
apropriada para programação. 

O algoritmo de Hassofer, Lind, Rackwitz e Fiessler (HLRF) aqui apresentado é de longe o algoritmo 
mais utilizado para encontrar o ponto de projeto em problemas de confiabilidade estrutural. No entanto, 
não existe garantia de convergência do algoritmo, nem garantia de que o ponto encontrado seja o ponto de 


Yk41 = Vg(yk) (4.28) 


mínimo da função 5 = (y7.y) sr Uma verificação que pode ser feita na prática é arbitrar-se diferentes 
pontos iniciais, verificando se o algoritmo converge para o mesmo ponto. 
Algoritmo HLRF melhorado (1HLRF) 


O algoritmo HLRF pode ser melhorado através de um ajuste do passo. Para tanto, determina-se inicial- 
mente uma direção de busca fazendo: 


Vo(ye)” yr — g(yk) 
IV g(yo)I|? 


No algoritmo HLRF original, o novo ponto é determinado através de um passo unitário Ap = 1: 





de =Ykt1 — Yk = “Vglye) — yk (4.29) 


Yks1 — Yk + Apdy 
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O algoritmo é melhorado através da determinação de um passo ótimo A, £ 1. Com este objetivo, 
é introduzida uma função mérito m(y). A cada iteração, após a determinação da direção de busca, é 
realizada uma busca linear para encontrar o passo Ay que minimiza a função mérito: 


À = argmin[m(yy + Ady)] 


Como este problema é difícil de resolver, é substituído por outro onde o passo À é tal que a função 
mérito não é minimizada mas reduzida suficientemente. A regra de Armijo (Luenberger, 1986) pode ser 
utilizada: 

A = max[b” | m(y + bºdk) — m(yn) < —ab” [Vm(ye)P), — abe(0,1) 


Zhang e Kiureghian (1997) propõe a seguinte função mérito m(y) : 


Dssiê 
m(y) = 5 IylÉ + elg(y)] 
Esta expressão da função mérito tem duas propriedades importantes: 
1. a direção de busca dy é direção de descida da função mérito desde que: 


cs —yl (4.30) 


IV g(y)| 


2. ela atinge um mínimo no ponto de projeto desde que observada a mesma restrição em c. 


Estas duas propriedades são suficientes para assegurar convergência incondicional do algoritmo (para 
prova ver Zhang e Kiureghian, 1997). Um sumário do algoritmo é apresentado a seguir: 


Algoritmo 39 Algoritmo iHLRF (improved HLRF) 
Parâmetros: a, be (0,1), e>0,0>0€ey>1 


1. Escolha do ponto inicial yo para k = 0. 
2. Avaliação de g(yk) , Vg(yk) e verificação da condição de otimalidade. Se: 


IV g(yk) ye] 


— SED O <e e g(yx)| < O 
Vora lo(ve) 


para o algoritmo, caso contrário segue. 


3. Avaliação da direção de busca: 


Valye)” yr — g(yk) 
di = PRA to SR rm Es 
k Volvo g(Yk) — yk 


4. Determinação do fator de penalidade da função mérito. Se |g(yx)| > 6, 


2 
= ly: || 1 Ilyy + ds|| 
ck = ymax | =>. — 


|Vg(ye)' 2 Ig(ys)| 


caso contrário 
Ily| 


CGk=>YTre———— 
"voto 


5. Busca linear 
Ar = maxjb” | m(yk + bºda) — m(yn) < ab” |V m(ye)Il] 


6. Atualização do ponto y : 
Yh+1 = Yk + Axdk 


7. Incremento k=k+1 e retorno ao passo 2. 


Observações: 
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1. os parâmetros e e ô correspondem à tolerância nas condições de otimalidade. O parâmetro y serve 
para atender à condição de convergência (Eq. 4.30). Valores típicos para estes parâmetros são 
e=103,a=0.1,b=0.5ey=2. A tolerância à depende da escala da equação de estado limite. 
Portanto pode ser determinada em relação ao valor desta no ponto inicial: ô = 10º |g(yo)|. 


2. na etapa 4 o fator de penalização ck é ajustado de maneira a assegurar a convergência e a eficiência 
1 Ilye+de: ||? 
2 Ig(y+)] 

um passo inteiro Ay = 1 seja dado no caso de g(y) aproximadamente linear. 


do algoritmo. Para |g(yr)| > 6 o valor ck = impõe ck suficientemente grande para que 


3. na etapa 5 o valor inicial de n é geralmente igual a 0. 


4.2.8 Sensibilidade da probabilidade de falha 


Tomando a derivada da aproximação de primeira ordem da probabilidade de falha (Eq. 4.23) em relação 
ás variáveis de projeto no espaço normal padrão, obtemos informação a respeito da contribuição de cada 
variável aleatoria na composição da Py: 











OP DM-H)O8 
dy y=y* ob dy y=y* 

9) 

- 8) 5 
y=y* 

Da Eq. (4.12), obtemos: 

oB a pf Emo RE 
By lee SOS TVoGA] 





= A —B)al(y”) (4.31) 





Nesta expressão, o termo d(—) é constante, e o vetor a é unitário. Portanto, como 5a? = 1, 
os componentes a? indicam a contribuição relativa da variável aleatória Y; (e portanto também da v.a. 
X;) na composição da probabilidade de falha. Esta contribuição é uma combinação do valor médio, 
desvio-padrão e de distribuição de probabilidades da variável aleatória X,. 

Assim, se um valor a? é pequeno (a? = 0) em relação à unidade, a variável X; tem pouca contribuição 
na probabilidade de falha da estrutura, e poderia eventualmente ser eliminada (substituída por um valor 
determinístico). Esta informação é muito importante, pois permite reduzir a dimensão do problema 
através da eliminação de variáveis sem importância. Note que no método FOSM a avaliação dos coefi- 
cientes de sensibilidade não exige cálculos adicionais, pois a informação dos gradientes é necessária para 
encontrar o ponto de projeto. 

A medida de sensibilidade expressa na Eq. (4.31) é uma medida linear, e portanto vale apenas 
como aproximação para equações de estado limite não-lineares e para distribuições de probabilidade não 
normais. 


4.2.9 Transformação de Hassofer-Lind matricial 


O método FOSM é facilmente programável em computador. No entanto, para lidar com problemas 

envolvendo um grande número de variáveis aleatórias, é conveniente trabalhar em forma matricial. 

Grande parte do trabalho na solução de problemas via FOSM é a transformação do espaço de projeto X 

para o espaço normal padrão Y. À equação de estado limite do problema em geral é formulada e avaliada 

no espaço de projeto X. No entanto, a busca pelo ponto de projeto é feita no espaço Y. Desta forma, a 

solução algorítmica envolve sucessivas transformações de pontos e gradientes de X >» Yede Y >X. 
Introduzindo um vetor de médias M e uma matriz diagonal de desvios padrão D: 


M = fix, Hx» pass 
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1 
ox, 0 0 EE a 0 
D= 0 ox, 0 p= E 0 
0.0 O Xn 0.0 : 
O Xn 
a transformação de Hassofer-Lind pode ser escrita de forma matricial como: 
y = D'!.(x-M) 
x = D:y+M (4.32) 


Conforme verificaremos adiante, muitas vezes é conveniente trabalhar com matrizes Jacobianas para 
facilitar estas transformações. Os termos destas matrizes são definidos como: 





nda na 
á dx; i=1,..omn; j=L,osn 

Ox; 

ds = [o] 
e Oy; i=1 n; j=1 n 


sendo n o número de variáveis aleatórias do problema. 
Para a transformação de Hassofer-Lind (Eq. 4.1) com variáveis aleatórias não-correlacionadas, os 
termos ficam: 











Oyi = E parai=3 
dx 0 para à £ 3 
OL, Ox, parai=3 
Oy; 0 parai £j 


Portanto, as matrizes Jacobianas são simplesmente: 


Jx = D! 
Jy = D (4.33) 


A transfomação de Hassofer-Lind e inversa resultam: 


y = Jxlx-M) 
x = Jey:y+M (4.34) 


No contexto do método FOSM, não existe benefício aparente em trabalhar com matrizes Jacobianas 
para realizar as transformações necessárias. Estes benefícios aparecerão mais adiante, no contexto do 
FORM. 

Como as equações de estado limite são escritas no espaço de projeto X, os vetores gradiente são 
também avaliados neste espaço. O vetor gradiente em Y é obtido utilizando a regra da cadeia: 


(9) 
Vg(y) = (5) 
“)i=1,.sn 











= (To)”-Vg(x) (4.35) 


4.2.10 Algoritmo FOSM 


O algoritmo de solução do método FOSM pode ser resumido nas seguintes etapas: 


Algoritmo 40 Método de confiabilidade FOSM: 
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1. escolha do ponto inicial x, para k = 0 (usualmente o ponto médio); 
2. avaliação das matrizes Jacobianas (Jyx e Jxy) e do vetor de médias M; 
3. transformação do ponto xy de X > Y; 
4. avaliação de g(xk); 
5. cálculo do gradiente: 
a. cálculo das derivadas parciais de g (x) no espaço de projeto X; 
b. transformação do gradiente para Y; 
c. cálculo dos fatores de sensibilidade ay). 
6. cálculo do novo ponto yy+1 pelos algoritmos HLRF, iHLRF ou outro; 
7. transformação de yk+1 para X; 


8. verificação do critério de convergência. Se: 


Vg(yk+1)-Yka 


14+4|— DD 
IV g(yr +) yr 


<e e Ig(yr+1)| < 6 


o algoritmo é interrompido, caso contrário retorna-se ao item 4 com k = k+1 até atingir a 
convergência. 


9. ao final, avaliação do índice de confiabilidade no ponto de projeto: 8 = ||y*||. 


Observe que as matrizes Jacobianas não mudam ao longo do processo iterativo e portanto só precisam 
ser calculadas ao início da solução. 


Exemplo 41 Equação de estado limite não-linear (adaptado de Ang e Tang, 2006). 
Formulação: Este problema representa a formação de uma rótula plástica em uma viga de aço, 


devido a ação de um momento fletor externo. As variáveis aleatórias tem distribuição normal, conforme 
dados apresentados na tabela. 


Variável Parâmetros Unidade 
X No (40,5) kN/em? 
Xo NA (50,2.5) em? 


X3 NA (1000,200) kN-em 


Neste problema, X4 representa a tensão de escoamento do aço, X» representa o módulo plástico da 
seção transversal da viga, e X3 representa o momento externo aplicado. Desta forma, a equação de estado 
limite para o problema é: 

g(X) = Xi + Xo — Xs (4.36) 


Determine o índice de confiabilidade para este elemento estrutural. 
Solução: Primeiramente, montamos alguns vetores e matrizes necessários a solução do problema. O 
vetor de médias é M = (40,50,1000/” e a matriz jacobiana Jy é: 


5 00 
Iy=D=|0 25 0 
0 O 200 


Os componentes do vetor gradiente são: 


9) 
vox) - (52) 
i)i-1,2,3 


= (ra,m,-1F 





Antes de obter a solução FOSM via processo iterativo, determinamos uma aproximação de primeira 
ordem no ponto médio, segundo o indice de confiabilidade de Cornell (Eq. 3.30). Esta solução aproximada 
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é comparada com a solução correta ao final do exemplo. 


ELG IM 
vVarlg(R)] vV9”.D'-D-Vg 
40 - 50 — 1000 


v52. 502 + 2.52 . 402 4 2002 
2.9814 


B = 








Q 


Para proceder com a solução iterativa, é necessário determinar a expressão da equação de estado 
limite no espaço normal padrão Y. Para isto, fazemos: 


x = Jyy:y+M 
5 0 0 y 40 
E 0 25 0 yo p+ 50 
0 O 200 y3 1000 
Logo: 
g(y) = (5 + 40)(2.5y2 + 50) — 200y3 — 1000 


= 12.5y1y2 + 100y5 + 25091 — 200y3 + 1000 


O vetor gradiente, no espaço Y, fica: 


Og 
Vy(y) = ( 5) 
1) i=1,2,3 
= (12.5y2 + 250, 12.5 + 100, -200/7 





O processo iterativo começa com k = 0, e com o ponto inicial igual a média. Desta forma, valores iniciais 
são calculados como: 


Xo 


yo 

Bo 

g(xo) 
Vg(yo) 
IV g(yo)| 


= Moe (40,50,1000)7 
= (40,0,077 


= g(yo) = 40-50 — 1000 = 1000 
= [250,100, -200/7 


= 2502 + 1002 + 2002 = 335.41 


Agora, a equação recursiva de Hassofer-Lind (algoritmo HLRF ou Eq. 4.27) pode ser utilizada para 


determinar o próximo valor de y: 





= —Qo [a + 





9(Yo) | 
IV gCyo)l 
1 r [1000 
E 250, 100, —2 
ERR da [+ BE | 


= ([-2.2222,-0.8889, +1.7778)7 


O novo valor de 8 é: 


8, = ya] = 2.9814 


Substituindo k por k + 1 e procedendo de maneira análoga, o histórico de convergência ilustrado abaixo 


é obtido: 
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yí y2 y3 B g(x) dg/0y1 Og/0y2 O9/dy3 IIvgll 
0 0 0 0 1000 250. 100. -200. 335.41 
-2.2222 -0.88889 1.7718 2.9814 24.691 238.89 712.222 -200. 319.82 
-2.2719 -0.68866 1.9071 3.0496 -0.1393 241.39 71.527 -200. 321.54 
-2.2891 -0.67827 1.8966 3.0491 -0.0014539 241.52 71.387 -200. 321.6 

-2.2898 -0.67681 1.8962 3.0491 -0.00001385 


Note que a partir da terceira iteração os valores se tornam estacionários, indicando a convergência do 
algoritmo. 

Observe que o valor de 8 encontrado na primeira iteração da solução FOSM é idêntico ao valor 
encontrado via aproximação de primeira ordem no ponto médio, utilizando o índice de confiabilidade de 
Cornell. No entanto, a solução iterativa chega a um resultado um pouco diferente. Para este problema 
em particular, a solução aproximada no ponto médio poderia ser considerada aceitável, mas em geral isto 
não ocorre. No passado, a solução de aproximação de primeira ordem no ponto médio, utilizando o indice 
de confiabilidade de Cornell, já foi considerada uma forma válida de resolver problemas de confiabilidade 
estrutural. Este método de solução é chamado de FOMV - First Order Mean Value. Um grande problema 
desta solução, para problemas não-lineares, é a questão da invariância em relação à forma da equação de 
estado limite, como verificado no próximo exemplo. 


Exemplo 42 Problema da invariância em relação à forma da equação de estado limite. 


Formulação: Neste exemplo, ilustramos uma falha grave do método FOMV, que consiste em uma 
aproximação de primeira ordem no ponto médio, utilizando o índice de confiabilidade de Cornell. Para 
tanto, consideramos formas alternativas da equação de estado limite do problema 41. A equação de 
estado limite (Eq. 4.36) utilizada na solução do problema original compara momentos fletores solicitante 
e resistente (aquele necessário para formar uma rótula plástica). Dividindo ambos os termos da Eq. 
(4.36) por X3, obtemos uma equação de estado limite equivalente, mas adimensional: 


Ka 
e 


De maneira semelhante, podemos re-escrever a Eq. (4.36) de forma a comparar tensões resistente com 
tensão solicitante: 


ga(X) e 


X3 
NO QUE e a 
93(X) = X X% 
ou módulo plástico resistente com módulo solicitante: 
X3 
X)=X—— 
ga(X) = Xo X 


As quatro formas da equação de estado limite (g = 91 a 94) são equivalentes, e deveriam produzir o 
mesmo resultado. A título de ilustração do chamado problema de invariância com a forma da equação 
de estado limite, propomos neste exemplo aplicar a aproximação de primeira ordem no ponto médio 
(FOMV) as três formas alternativas da equação de estado limite. 

Solução: A solução segue o procedimento adotado no exemplo 41. Considerando a equação de estado 
limite g2(X), os componentes do vetor gradiente são: 








T 
Vga(x) = [E TI aa) 
Y3 X3 xá 
A aproximação de primeira ordem no ponto médio é obtida a partir da Eq. (2.78): 
a - Foro 
= 
Varlg>(X)] 
40:50 
= SRS =. 
I 
too 52 - 502 + 2.52 - 402 + 27. 2002 
= 2.0739 


Note que este valor é muito diferente do que aquele obtido pela aproximação de primeira ordem no ponto 
médio utlizando a Eq. 4.36. Procedendo de maneira semelhante, e utilizando as equações de estado limite 
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93(X) e ga(X), obtemos: 


Ba = 3.0861 
Ba = 3.9036 


Percebemos, através deste exemplo, que a aproximação de primeira ordem no ponto médio (método 
FOMV) não é invariante em relação à forma da equação de estado limite. Esta limitação é tão grave que 
o FOMV não é considerado uma forma correta de resolver problemas de confiabilidade estrutural. Note 
que esta limitação se aplica apenas a problemas envolvendo equações de estado limite não-lineares; para 
equações lineares envolvendo variáveis aleatórias normais o método fornece a resposta exata. 


Exercício 43 Problema da invariância em relação a forma da equação de estado limite (continuação). 


Para fins de comparação, propomos neste exercício que o leitor resolva novamente o exemplo 42, via 
método iterativo de segundo momento (FOSM), utilizando as equações de estado limite g5(X) a ga(X). 
Ao resolver este exemplo, o leitor irá perceber que a solução iterativa via FOSM produz sempre o mesmo 
resultado (8, = 83 = 8, = 8 = 3.0491), o que indica que o método FOSM é invariante em relação 
a forma da equação de estado limite. 


4.2.11 Variáveis aleatórias correlacionadas 


No método FOSM, a informação estatística utilizada se limita ao primeiro e segundo momento das var- 
iáveis aleatórias envolvidas. Técnicamente, isto inclui possível correlação entra estas variáveis, segundo 
as definições de covariância e correlação (veja equações 2.57 e 2.59). O tratamento de variáveis aleatórias 
correlacionadas exige uma transformação adicional à transformação de Hassofer-Lind,. No contexto do 
método FORM, estudado a seguir, o problema da correlação é abordado juntamente com as transfor- 
mações que permitem lidar com distribuições de probabilidade não Gaussianas. Sendo assim, para não 
prejudicar a clareza dos resultados apresentados nesta seção, o procedimento para lidar com variáveis 
aleatórias correlacionadas é apresentado no próxima seção, no contexto do método FORM. 


4.3 FORM- MÉTODO DE CONFIABILIDADE DE PRIMEIRA 
ORDEM 


No método de segundo momento (FOSM) a informação estatística a respeito das variáveis aleatórias do 
problema se limita aos momentos de primeira e segunda ordem. Como vimos, isto equivale a considerar 
todas as variáveis do problema com distribuição normal. O método de primeira ordem ou FORM - First 
Order Reliability Method - permite incorporar à análise as funções de distribuição de probabilidades bem 
como a correlação entre as variáveis aleatórias do problema. 

O método FORM utiliza a maior parte dos resultados apresentados para o FOSM. Além disto, o FORM 
envolve a construção de uma função conjunta de distribuição de probabilidades, fx (x), bem como uma 
transformação desta para o espaço normal padrão Y. À função conjunta de distribuição de probabilidades 
fx (x) é construída com base na informação existente, que na maior parte dos casos se limita às funções 
de distribuição marginais e a coeficientes de correlação entre pares de variáveis aleatórias. À construção 
da função conjunta de probabilidades é feita levando em consideração a facilidade de transformação 
da mesma para o espaço normal padrão. Esta transformação envolve a eliminação da correlação entre 
variáveis aleatórias e o cálculo de variáveis normais equivalentes, como será visto a seguir. 


4.3.1 Distribuição conjunta de probabilidades 


Nos problemas de análise estrutural em geral não existem observações ou registros simultâneos de todas 
as variáveis envolvidas no problema. Tais observações seriam necessárias para se determinar diretamente 
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a função conjunta de distribuição de probabilidades, segundo as equações (2.44 ou 2.45). Na melhor das 
hipóteses, a informação estatística a respeito das variáveis aleatórias do problema se limita às funções de 
distribuição de probabilidades marginais e a coeficientes de correlação entre pares de variáveis aleatórias. 
Ás funções de distribuição marginais são obtidas a partir de observações isoladas de cada variável aleatória, 
e os coeficientes de correlação são obtidos a partir de observações conjuntas de pares de variáveis aleatórias. 

Portanto, a descrição estatística das variáveis de projeto é feita através das distribuições de probabil- 
idades marginais: 

xixi), a RD RR 


e através de uma matriz de correlação Rx, formada pelos coeficientes de correlação (Eq. 2.59) entre 
pares de variáveis: 


l Pxio ce PXin 
Rx = PXo 1 vo PXom (4.37) 
Pia Po o À 


sendo n o número de variáveis aleatórias do problema. 

O método de confiabilidade de primeira ordem ou FORM consiste na construção de uma função con- 
junta de distribuição de probabilidades fx(x) e na transformação desta em uma distribuição Gaussiana 
padrão multivariada fy(y) (com média zero e desvio padrão unitário). Esta transformação representa 
um mapeamento um-a-um, que leva pontos do espaço original X para o espaço Y. Teoricamente, este 
mapeamento pode ser realizado através da transformação de Rosenblatt, que envolve distribuições de pro- 
babilidade condicionais que dificilmente são conhecidas. Uma alternativa é uma transformação composta 
utilizando o modelo de Nataf, a qual envolve uma transformação em variáveis normais equivalentes, e a 
eliminação da correlação entre estas. As duas técnicas são estudadas a seguir. 


4.3.2 A transformação de Rosenblatt 


Seja um conjunto de n variáveis aleatórias X = (X1, X5,..., Xn) com função conjunta de distribuição de 
probabilidades qualquer Fx (x). Deseja-se uma transformação que leve pontos do espaço X para o espaço 
Y, formado por um conjunto de variáveis aleatórias Y = (Y,%Y>,...,Y,) com função de distribuição 
cumulativa Gaussiana padrão multi-variada Fy(y): 


Pey)=00)= [0 ae» [sh du 


Tal transformação deve preservar o conteúdo de probabilidade correspondente a um ponto xo quando 
mapeado em um ponto yo no espaço Y : 


Fx(xo) = Fy(yo) 


Uma transformação teórica que permite o mapeamento do espaço original X para o espaço Y é a 
transformação de Rosenblatt (Rosenblatt, 1969). Esta transformação é obtida fazendo: 


Oy] = Fi(x1) 
Oyo) = Fo(xo|x1) 
Dm) = EaltalDisBoçosTn=1) (4.38) 


onde Fs(xo|71) é a função de probabilidade condicional de x» dada a ocorrência de x. Invertendo a 
função 9[] pode-se escrever: 


mn = O[A(z:) 
y2 9 [Fo (xo]x1)] 
E Cp o ED] (4.39) 


As funções de probabilidade condicional podem ser obtidas a partir da distribuição conjunta através de 
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uma generalização das equações (2.52) e (2.51): 


flzr,xa,..., 04) 
grid st) = 4.40 
Pleno 1) f(xi, ão, Lia) a 


fes Fai, ao, si, u)du 
Flgile to qr) = O (4.41) 





Na prática, as funções de probabilidade condicionais podem ser determinadas, a partir das Eqs. 
(4.40) e (4.41) por integração numérica. No entanto, considerando a potencial multi-dimensionalidade do 
problema (n grande), tal solução não é trivial. Assim, a importância da transformação de Rosenblatt é 
mais teórica do que prática. 


4.3.3 Transformação composta utilizando o modelo de Nataf 


Uma transformação que se adecua melhor à informação disponível é uma transformação composta uti- 
lizando o modelo de Nataf. Esta transformação é dita composta porque envolve, conforma a Figura 
(4-5): 


1. uma transformação das distribuições marginais originais em distribuições normais equivalentes (em 
um conjunto de variáveis Z correlacionadas); 


2. determinação de coeficientes de correlação equivalentes para as distribuições marginais normais 
(modelo de Nataf); 


3. eliminação da correlação através de decomposição ortogonal ou da fatoração de Cholesky da matriz 
de correlação. Estas três etapas são estudadas a seguir. 


A Figura 4-5 ilustra estas 3 transformações. Nesta figura, a título de ilustração, as variáveis aleatórias 
X possuem distribuições marginais lognormais, com coeficiente de correlação igual a 0.5. 





Ato) Hy0) 


0.5 + 


























Figura 4-5: Ilustração da transformação composta X > Z > Y. 


O princípio da aproximação normal 

O princípio da aproximação normal (Ditlevsen, 1981) consiste em determinar, para um ponto x%, uma 
distribuição normal equivalente que preserve o conteúdo de probabilidades da distribuição original F'x, (x7) 
neste ponto. Como a distribuição normal equivalente está definida no espaço X, escreve-se: 


Fx (ui) = Px.(ai) (4.42) 


A distribuição normal equivalente possue dois parâmetros, que são a média uy e o desvio padrão 


0%. Portanto, para determinar os dois parâmetros da distribuição normal equivalente é necessária 
uma segunda equação. O critério para estabelecer esta segunda equação é arbitrário, mas uma condição 


natural é: 
x (17) = fx;(xj) (4.43) 
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Utilizando a transformação de Hassofer e Lind (Eq. 4.1), obtemos um conjunto de variáveis Z = 
121,29,..., Zn) com distribuições marginais normais padrão, mas possívelmente correlacionadas: 


is 
Zi; — Co (4.44) 
Xi; 





* neq 
* Tim dx; 
Fxlzi) = o (Ee) 
0x; 
= (2) (4.45) 
e: 
fio nl 1 1/2i—-ux 
tati) = peço [oa (Eq) 
ERA, (4.46) 
ox, 


Utilizando a Eq. (4.45) pode-se calcular 2%: 
x = 0"(Fx,(27)) (4.47) 
Da Eq. (4.46) obtém-se uma expressão para o desvio padrão da distribuição normal equivalente: 


neg — 4 (27) (4.48) 


e Ro (7) 


e, finalmente, da Eq. (4.44) obtém-se uma expressão para a média da distribuição normal equivalente: 
SE = a — io" (4.49) 


Note que esta transformação é realizada para cada uma das distribuições marginais, e é válida para 
um ponto x*. Desta forma, a transformação deve ser refeita à medida que o algoritmo de busca do ponto 
de projeto avança e o ponto x* muda. O procedimento de aproximar a cauda da distribuição original pela 
cauda de uma distribuição normal equivalente é conhecido na literatura como princípio da aproximação 
normal - Principle of normal tail approximation (Ditlevsen, 1981). 

A Figura (4-6) ilustra as distribuições normais equivalentes a uma distribuição uniforme X =» U(—1,1) 
nos pontos «x = 0,x=0.7e a = 0.9. Perceba como, à medida que o ponto de transformação se aproxima 
do limite superior (x = 1), a distribuição Gaussiana equivalente se torna mais estreita. 

À transformação de X — Z também pode ser escrita de forma matricial, a partir de um vetor de médias 
M”“4 e de uma matriz diagonal de desvios padrão D”“?, contendo os parâmetros das distribuições normais 
equivalentes: 





MNT = (ue, ces is O 
ones 0 es q 
1 
1 
pre-| O ox prai | Om ; 
0 Oo Caos ROO 0 DAR 
Xn 


Introduzindo ainda as matrizes Jacobianas: 


E e É 5 
Jxz = De 


as transformações de X > Z e de Z > X resultam: 


2 = Jxtx— MN 
x = Jaz +M'S (4.50) 
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Figura 4-6: Distribuições normais equivalentes a uma distribuição uniforme U = (—1,1) nos pontos x = 0; 
«=0.7ea = 0.9; a esquerda, PDF; a direita, CDF. 


Modelo de Nataf 


O princípio da aproximação normal permite obter um conjunto de variáveis aleatórias Z com distribuição 
marginal normal padrão, através da Eq. (4.47). A correlação entre pares de variáveis aleatórias (Eq. 
4.37), quando existe, deve ser imposta na distribuição conjunta fz(z). Seja Rz uma matriz de correlação 
equivalente a ser determinada. A distribuição de Z é uma distribuição normal padrão multi-variada: 


fa(z) EE On(z, Roz) (4.51) 


O modelo de Nataf (Nataf, 1962) consiste em construir uma aproximação para a função conjunta de 
densidade de probabilidades fx (x) a partir da distribuição normal padrão multi-variada com matriz de 
correlação Rg: 





Px (e) fx (22)... fx, (Zn) 
Azi )d(z2)...P(zn) (4.52) 


Para duas variáveis o modelo de Nataf reduz-se a: 


fx00) = dn(z, Rz) 


a as ne fx (mi) fx;(x;) 
Ti (15, 0;) = do(zi, O TEA TE (4.53) 


Note como a Eq. (4.53) pode ser utilizada para 'construir” a função conjunta de densidade de prob- 
abilidades, fx(x), a partir das distribuições marginais fx,(x;) e do coeficiente de correlação p,,. Note 
que o coeficiente de correlação impõe uma tendência de comportamento conjunto através da distribuição 
normal bivariada. A Figura 4-7 ilustra a construção da função conjunta de densidades para duas variáveis 
com distribuição marginal uniforme, e impondo um coeficiente de correlação pz = 0.5. 

O problema de confiabilidade a ser resolvido envolve a construção de um modelo de distribuição con- 
junta das variáveis aleatórias, mas também envolve encontrar uma transformação desta para o espaço 
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Figura 4-7: Ilustração da distribuição fx(x) obtida através do modelo de Nataf, para duas distibuições 
marginais uniformes e pz = 0.5. 


normal padrão. Para encontrar esta transformação, considere duas variáveis X; e X; não-normais com 
coeficiente de correlação p x,,. Se o coeficiente de correlação entre X; e X; (p Xi) impõe uma certa tendên- 
cia na distribuição conjunta fx,x,(x;,%;), trata-se de encontrar um coeficiente de correlação equivalente 
Pz;; que imponha a mesma tendência na distribuição conjunta fz,z, (2;, 2;). Utilizando a definição da 
covariância (Eq. 2.58), o coeficiente de correlação px,, é dado por: 


— CoXX; | a a (2; — x,) (Lj — Hx;) 
= E —oc0o J—oco 0 Xi 


xx; (xi, ajde;da 
OX;I0X; OX; 


PXij 


Utilizando o modelo de Nataf (Eq. 4.53), esta expressão se reduz a: 





fe O (x ux) (1 — x) fxilx) fx; (25) 
E É / cityóa(za, 27, pg, )desdo; (4.54) 


A expressão (4.54) permite calcular Pz;, em função do pxy,. conhecido, de forma a construir-se a 
matriz de correlação equivalente. O modelo de Nataf e a Eq. (4.54) são válidos quando: 


1. o mapeamento na Eq. (4.47) é unívoco (um-para-um), o que é verdade se Fx,(x;) é contínua e 
estritamente crescente; 


2. o valor de pz,, estiver compreendido entre —1 e +1. 


Como a diferença entre pz e px é pequena, a segunda condição é satisfeita em quase todas as situações 
de interesse prático. No entanto, quando py 2 0.9, podem aparecer problemas de instabilidade numérica 
na conversão para pz. 

A avaliação do coeficiente pz através da expressão (4.54) é feita de forma iterativa, arbitrando-se 
valores tentativa para pz e avaliando px, até atingir o valor de py especificado. Este procedimento 
iterativo pode ser evitado através do uso de fórmulas analíticas aproximadas (Kiureghian e Liu, 1986), 
que fornecem uma relação r para várias combinações de distribuições: 





Tij = é! (4.55) 
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Em geral, o fator r não é muito diferente da unidade. À parte distribuições exponenciais deslocadas, 
o fator r geralmente fica na faixa 0.9 < 7 < 1.1. Sendo assim, se o coeficiente de correlação py entre 
duas variáveis de projeto é determinado de forma subjetiva, pode-se muito bem aproximar pz por px. 
No entanto, é importante salientar a diferença teórica entre pz € px. 


Decomposição espectral da matriz de correlação 


O princípio da aproximação normal e o modelo de Nataf permitem a obtenção de um conjunto de variáveis 
aleatórias Z correlacionadas, com distribuição normal padrão multivariada fz(z) = d,(z, Rz). Para 
aproveitar as propriedades de simetria da distribuição normal padrão multi-variada, é necessário eliminar 
a correlação entre as variáveis Z. 


Buscamos uma transformação linear na forma y = AT .z, onde A é uma matriz a ser determinada e 
Y é um conjunto de variáveis aleatórias independentes e com distribuição normal padrão multi-variada. 
Note-se que a matriz covariância em Y é dada por: 


Cy = ColY,Y7] 
= Cov[A!.Z,27.A] 
= AT.CovlZ,27]-A 
= A”.Cz.A (4.56) 


Se A é a matriz ortogonal cujas colunas são formadas pelos autovetores de Cz, então a multiplicação 
em (4.56) produz a matriz dos autovalores de Cz: 


Cy=AT.C,; A-=A 


com: 
dO 0 
Ga fue 6 Ca E (4.57) 
DO de cr 


sendo A; o i-ésimo autovalor da matriz Cz. Note que a Eq. (4.57) implica em que o desvio-padrão 
das variáveis Y resultantes desta transformação seria diferente da unidade, e igual à raiz quadrada dos 
respectivos autovalores (0y, = vA;). Isto não é conveniente, pois exigiria mais uma transformação como 
a de Hassofer-Lind para obter variáveis reduzidas com variância unitária. Para evitar esta transformação 
adicional, buscamos A tal que A” .Cz- A seja igual à matriz identidade. A matriz de transformação 
desejada é: 

AAA? 


onde À é matriz ortogonal cujas colunas são os autovetores de Cz e A-1/2 = [(X,)-1/2] é a matriz 
diagonal das inversas das raízes quadradas dos auto-valores de Cz. Neste caso: 
Cy = AT.Cz:A 
(Aee Cr (AA) 
(APR «Cpo ACAO 
= (AS UE an a AI 
I 


= (4.58) 
Portanto, as matrizes Jacobianas da transformação procurada, y = AT .7, são: 

Je E ABRA US 

Ta E A Sa (4.59) 


e as transformações de Z — Y e inversa são: 


z2y'Y (4.60) 
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Decomposição de Cholesky da matriz de correlação 


O custo computacional da decomposição ortogonal é considerável. Uma alternativa que se aplica com 
vantagens para matrizes de correlação não cheias (caso típico em confiab. estrutural) é a decomposição 
de Cholesky da matriz de correlação Cz. A decomposição de Choleski não tem relação direta com a 
transformação de Rosenblatt, mas resulta em uma matriz de transformação muito semelhante. 
Buscamos uma transformação linear y = B7.z que produza um conjunto de variáveis Y independentes 
e com variância unitária. Buscamos uma matriz de transformação B que produza o efeito da Eq. (4.58), 
isto é: 
Cy =B7.C,.B=I (4.61) 


Pré-multiplicando a Eq. (4.61) por (B7)-1 e pós-multiplicando por B-!, obtemos: 


Cz.B - (BT) LI 
Cz = (BT) !.1.B! 
= (BB! (4.62) 


Usando a relação (B7)-1 = (B-!)” e denotando (B7)-! = L, temos: 


| PR (B7)-1 = (B-'57 
LT = B 
Substituíndo em (4.62) chegamos a: 
Cz — (B7)-1.B! 
= LI” (4.63) 


Esta é exatamente a forma da decomposição de Cholesky. Utilizando esta transformação, as matrizes 
jacobianas ficam: 


Ja = 1! 


As transformações de Z — Y e de Y > Z são idênticas à Eg. (4.60). As transformações via decom- 
posição ortogonal ou decomposição de Cholesky são equivalentes e levam ao mesmo resultado, ainda que 
por caminhos ligeiramente diferentes. A decomposição por autovetores é mais adequada quando a matriz 
de correlação é cheia (determinante próximo de zero). Quando a matriz de correlação possui apenas 
alguns coeficientes não nulos, a transformação de Cholesky é mais adequada. 


Transformação resultante 


Nas três seções anteriores, vimos como realizar o mapeamento de um conjunto de variáveis aleatórias de 
um espaço X para um espaço Z, e do espaço Z para Y. A Figura 4-5 ilustra estas 3 transformações. Para 
combinar as três transformações, basta utilizar a regra da cadeia. Utilizando as matrizes Jacobianas, isto 
fica muito simples: 








o Oyi o Oyi Oz; o 
Dec [5é| = E OX; yet 
ue Õz; e, Õz; Oz; a 
do = Lg] = [5509] =P 


Portanto, utilizando a decomposição espectral, a matriz Jacobiana e sua inversa ficam: 


ERR a) RS 


ly = D'S(AMZA)” (4.65) 
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Utilizando a decomposição de Cholesky, temos: 


à ER PER (E O a 
Joy = D'S.L (4.66) 


Em qualquer um dos casos, a transformação resultante é: 


y = Je lx—- MS) 
x = Jyy+M'S (4.67) 


A transformação resultante pode ser resumida nas seguintes etapas: 


1. cálculo da matriz de correlação equivalente Rgz através de (4.54) ou (4.55); 


2. avaliação das matrizes Jacobianas J,, e J,y utilizadas na eliminação da correlação: 


(a) por decomposição espectral (Eq. 4.59); 
(b) por decomposição de Cholesky (Eq. 4.64); 


3. a cada novo ponto determinado pelo algoritmo de busca do ponto de projeto: 


(a) cálculo dos parâmetros das distribuições normais equivalentes (M”“ e D"<49); 


(b) atualização das matrizes Jacobianas J,x e Jxy (equações 4.65 ou 4.66); 


Deve ficar claro que as matrizes Rz, Jyz e Jzy só precisam ser calculadas uma vez, ao início do 
processo iterativo. Já as matrizes J,x, Jxz, Jyx € Jxy devem ser atualizadas de maneira iterativa. 


4.3.4 Transformação direta reversível 


À transformação composta apresentada na Seção 4.3.3 é interessante e didática por colocar as transfor- 
mações do FORM em um formato semelhante as transformações do FOSM. No entanto, esta não é a 
unica forma de realizar a transformação de X para Y no contexto do FORM. De fato, a transformação 
apresentada na Seção 4.3.3 possui o inconveniente de ser irreversível, quando as v.a. em X são limitadas 
(veja Fig. 4-6). Esta irreversibilidade se origina na determinação de uma média e desvio-padrão normais- 
equivalentes, segundo as equações (4.48 e 4.49), a partir de uma equação de transformação arbitrária 
(4.43). 
Uma transformação direta e reversível é obtida diretamente a partir da Eq. (4.42): 


(9 (Pre) Hom 


t 


xa) = (ES (Dl) ioa.m (4.68) 


N 
Dr 
fai 
— 
II 


Combinando esta transformação com a transformação de Z para Y, obtemos: 


TA 


y60) = LH (0 (Px (2) 


x) = (E (OM yo (4.69) 


Equações semelhantes podem ser obtidas em termos da decomposição espectral da matriz de corre- 
lação. Pode-se mostrar ainda que a matriz Jacobiana para a transformação direta é obtida como: 


E 





Jyx = Lo! . diag | (4.70) 


4.3.5 Algoritmo FORM 


A solução de problemas de confiabilidade independentes do tempo via FORM consiste nas seguintes 
etapas: 


Algoritmo 44 Método de confiabilidade FORM: 
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1. determinação dos coeficientes de correlação equivalentes e da matriz de decomposição; determinação 
das matrizes Jacobianas Jyz € Jzy; 


escolha do ponto inicial x; para k = O (usualmente o ponto médio); 
atualização das matrizes Jacobianas Jyx e Jxy (equações 4.65, 4.66 ou 4.70); 
transformação do ponto xy de X para Y (egs. 4.67 ou 4.69); 


avaliação de g(xk); 


» md to m 


cálculo do gradiente: 

a. cálculo das derivadas parciais de g (x) no espaço de projeto X; 

b. transformação do gradiente para Y (Eg. 4.35); 

c. cálculo dos fatores de sensibilidade a(yx). Estes fatores podem ser utilizados para eliminar do 
problema variáveis aleatórias quem tenham pouca influência na probabilidade de falha. 


7. cálculo do novo ponto yr+1 pelos algoritmos HLRF, iWHLRF ou outro; 
8. transformação de yk41 para X (Eq. 4.67); 


9. verificação do critério de convergência. Se: 


IV g(yn+1) “Ya 
1+ <e e Ig(yr+1)] < O 
|V glyerv ya) E 





o algoritmo é interrompido, caso contrário retorna-se ao item 3 com k = k+ 1 até atingir a 
convergência. 


10. ao final, avaliação do índice de confiabilidade no ponto de projeto: 8 = |ly*||. 


4.4 SORM- MÉTODO DE CONFIABILIDADE DE SEGUNDA 
ORDEM 


À estimativa de primeira ordem da probabilidade de falha é obtida aproximando-se a equação de estado 
limite por um hiper-plano tangente a esta no ponto de projeto. Este método resulta em uma boa 
aproximação da probabilidade de falha correta quando a equação de estado limite no espaço normal 
padrão for plana ou aproximadamente plana na vizinhança do ponto de projeto. 

Não-linearidades na equação de estado limite g(y) = O surgem quando a equação de estado limite no 
espaço de projeto g(x) = O é não linear, e também quando a transformação para o espaço normal padrão 
for não-linear. Isto ocorre quando as variáveis aleatórias são fortemente correlacionadas e/ou quando 
as distribuições de probabilidade são fortemente não-Gaussianas. Neste caso, aproximações de segunda 
ordem, que consideram as curvaturas da equação de estado limite em torno do ponto de projeto, podem 
fornecer melhor aproximação da probabilidade de falha. Aproximações de segunda ordem dão origem 
ao que se chama de método de confiabilidade de segunda ordem ou SORM - Second Order Reliability 
Method. 

Métodos de segunda ordem consistem em aproximar a equação de estado limite no ponto de projeto 
por superfícies quadráticas ou parabólicas (Figura 4-8), e determinar o conteúdo de probabilidades (pro- 
babilidade de falha) correspondente a estas superfícies. Uma aproximação por superfícies quadráticas foi 
primeiramente apresentada por Fiessler et al. (1979). Os resultados, no entanto, não são apropriados 
para uso prático. Em estudos subsequentes (Breitung, 1984; Tvedt, 1984; Tvedt, 1985; Kiureghian et 
al., 1987), aproximações parabólicas são consideradas. Aproximações parabólicas podem ser baseadas em 
curvaturas ou em pontos, como será visto a seguir. 
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(y-y)Vg,=0 
Figura 4-8: Aproximação de segunda ordem (SORM). 


4.4.1 Aproximação parabólica baseada em curvaturas 


O ajuste de um parabolóide à equação de estado limite é realizado através da determinação de um sistema 
apropriado de eixos ortonormais. O enésimo eixo V, deste sistema é escolhido de forma a apontar da 
origem para o ponto de projeto: 

ã Vy(y") 


Vn=>— + 
IVa(yrI 


Os demais eixos V;, à = 1,...,n— 1 são determinados a partir de um esquema de ortogonalização, como 
o algoritmo de Gram-Schmidt. Uma matriz de rotação V é formada tendo os vetores V; como colunas: 


V= (Vi, Va, -.. Vn-1] 
Em termos do sistema ortogonal Y;, a equação de estado limite é escrita simbolicamente como: 
, 
Un =9(Vva-1) 


Um parabolóide é então ajustado às curvaturas da equação de estado limite no ponto de projeto (ápice 
do parabolóide): 


n—ln—l 





1 
Vn — B =" 2 o BM CijViVj 
i=1 j=1 
1 T 
= B+ 9(Yn-1) “Ava (4.71) 


onde A é a matriz de derivadas de segunda ordem de g'(vn-1). Sendo V2g(y*) a matriz de derivadas de 
segunda ordem (matriz Hessiana) da equação de estado limite: 


Og(y) 
Vg(y") = | | 
Oyidyj i=1,..,n; j=1,..,n 


a matriz A é facilmente determinada utilizando a matriz de rotação V : 





VT vêgy)v 


+ ="vstdl Ante) 





As condições de otimalidade de segunda ordem do problema de otimização definido em (4.9) levam a 
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uma aproximação assintótica de segunda ordem da probabilidade de falha (Breitung, 1984): 
E | (4.73) 
á det(T+ BA) 


onde o índice 2 indica aproximação de segunda ordem. 


Um caso particular é obtido quando o sistema ortogonal V; é escolhido de forma a coincidir com as 
curvaturas principais da equação de estado limite no ponto de projeto. Neste caso, os vetores V; são os 
autovetores da matriz Hessiana, a matriz A fica diagonal e os autovalores correspondem às curvaturas 
principais k; do parabolóide. Neste caso, a equação do parabolóide fica: 


n—1 
1 2 
Un =B+ 5 a kjv; (4.74) 


e a expressão assintótica para a estimativa de segunda ordem da probabilidade de falha se reduz a: 


n—1 





1 
P, =D 4.75 
n=509 [E (4.75) 
É importante observar que a expressão (4.75) se torna singular se k; = —1/4. 


A estimativa de segunda ordem da probabilidade de falha através de um parabolóide ajustado por 
curvatura requer a avaliação da matriz de derivadas de segunda ordem da equação de estado limite. A 
determinação desta matriz exige a avaliação da equação de estado limite em n? +n + 1 pontos (sendo 
n o número de variáveis aleatórias do problema), o que representa um custo computacional elevado 
quando a equação de estado limite é dada de forma numérica. Uma alternativa para reduzir este custo 
computacional é a construção de um parabolóide baseado em pontos. 


4.4.2 Aproximação parabólica baseada em pontos 


A construção de um parabolóide baseado em pontos para aproximar a equação de estado limite no ponto 
de projeto evita a determinação da matriz de derivadas de segunda ordem ao assumir que os eixos V; 
concidam com as direções principais do parabolóide, independente da orientação verdadeira dos eixos 
principais da equação de estado limite (Kiureghian et al., 1987). Com esta aproximação, a expressão do 
parabolóide se reduz a Eq. (4.74). 


Com esta expressão, o ajuste de um parabolóide por pontos exigiria a a avaliação de g(x) em um 
ponto ao longo de cada eixo V;. No entanto, para melhorar o ajuste, dois pontos são considerados, um 
em cada semi-eixo (positivo e negativo) definido por V;. Um semi-parabolóide é então ajustado a cada 
um destes pontos. As coordenadas destes pontos são dadas por: 

(0,...,—a;,...,b; ) e (0,...,+af 


% 4: 


A i=L.sn—l 


onde o super-índice corresponde ao semi-eixo considerado. Os pontos são escolhidos na intersecsão entre 
a equação de estado limite e o caminho 7, conforme ilustrado na Figura 4-9: 
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Figura 4-9: Aproximação parabólica baseada em pontos. 





Este caminho corresponde a duas linhas verticais em v; = +kf e a um semi-círculo de raio k5, onde 
o coeficiente k é dado por: 
ar selêl<1 
k=41 sel<|5|<3 
Tê se |8|>3 


Para determinar as coordenadas a e b de cada ponto, é necessário resolver uma equação do tipo: 
g(a(b)v; + bvn) = 0 


o que é feito de modo iterativo,através do método secante ou método de Newton. 
Uma vez encontradas as coordenadas a e b de cada ponto, um par de semi-parábolas é construído ao 
longo de cada semi-eixo. As equações são: 


“JS B+akpv para v; <0 
Me BA sk; vZ para v; > 0 
onde o Ea 
' (a; )? ' (a)? 


são as curvaturas das semi-parabolas. Para obter a estimativa de segunda ordem da probabilidade de 
falha utilizando a formula de Breitung, uma curvatura equivalente para cada eixo v; é determinada de: 


(1+ Bh) 12 = 5 (a + Bh) 2 + (1 + BR 2) 


A vantagem do parabolóide ajustado por pontos é obter um ajuste global à equação de estado limite, 
independente do ruído característico das soluções numéricas, e evitar o cálculo da matriz Hessiana. O 
ponto fraco deste método é que os resultados dependem da escolha do sistema de eixos V;. Obviamente, 
a opção ideal para estes eixos são as direções principais da equação de estado limite, cuja determinação, 
no entanto, requer o cálculo da matriz Hessiana. 
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Capítulo 5 


CONFIABILIDADE DE SISTEMAS 


Os problemas considerados até aqui se limitaram a uma única equação de estado limite, o que corresponde 
a um único modo de falha. No entanto, os elementos ou membros estruturais que compõem uma estrutura 
apresentam, em geral, múltiplos modos de falha. Estruturas completas ou sistemas estruturais também 
apresentam múltiplos modos de falha. 

Modos de falha típicos para elementos estruturais são: deformação plástica (escoamento localizado), 
formação de rótula plástica (plastificação da seção), instabilidade, ruptura frágil da seção, deflexão exces- 
siva, acúmulo de dano. Modos de falha típicos para estruturas são: deflexão excessiva, vibração excessiva, 
recalque de apoios, perda de equilíbrio (por ruptura ou formação de rótula plástica em membros, por 
falha de vinculações de apoio). Neste capítulo, estudamos como determinar a probabilidade de falha 
de estruturas e de elementos estruturais sujeitos a múltiplos modos de falha. Múltiplos modos de falha 
caracterizam sistemas em série. 

Em geral, classifica-se como sistemas estruturais estruturas compostas por muitos membros ou el- 
ementos estruturais. O grau de redundância de uma estrutura determina se a falha de um elemento 
estrutural implica ou não em falha da estrutura. Em teoria, a falha de um elemento em uma estrutura 
isostática implica em falha da estrutura, devido à ausência de redundância. Já a análise da falha de 
estruturas hiper-estáticas exige a consideração da falha progressiva de elementos estruturais, bem como 
a consideração das diversas sequências em que esta pode acontecer. Esta análise exige a decomposição 
do sistema estrutural em combinações de elementos estruturais em série e em paralelo, o que é estudado 
na Seção (5.1). 

A análise de sistemas estruturais complexos requer um esquema sistemático para identificar todos 
os modos de falha possíveis bem como suas consequências. Para isto, utiliza-se árvores de falhas e 
árvores de eventos. Arvores de falha são utilizadas para decompor um evento de interesse (falha de 
um componente) em uniões e intersecções de sub-eventos básicos, até que a probabilidade de ocorrência 
destes seja conhecida ou possa ser determinada. Árvores de eventos são utilizadas para determinar 
sistematicamente todas as consequências de um evento de falha. Árvores de falhas e árvores de eventos 
são estudadas na Seção (5.4). 


5.1 IDEALIZAÇÕES DE SISTEMAS 


Sistemas complexos formados por muitos componentes podem ser decompostos em sub-sistemas com- 
preendendo duas categorias de associações elementares: componentes associados em série e componentes 
associados em paralelo. 


5.1.1 Componentes associados em série 


Em (sub-)sistemas formado por componentes associados em série, a falha de um componente representa 
falha do sistema. Em outras palavras, a operação do sistema requer que todos os seus componentes 
estejam funcionando. Por isto, sistemas em série também são conhecidos como sistemas de corrente (que 
falha no elo mais fraco - ou weakest link system). Um sistema em série é representado na Figura (5-1). 
Se o evento E; corresponde à falha do à — ésimo componente, o evento falha do sistema (F) é dado pela 
união: 


F=EUVUEBUEBU. UE, =UL/E; 
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O evento sobrevivência (não-falha) é dado por: 
P=ENEsNENEa=E; 
A probabilidade de falha de sistemas em série é dada por: 
Pp = PIF] = PUZ Ei] 
Na avaliação desta probabilidade, deve-se considerar se existe dependência entre os eventos E;. Pode-se 


mostrar que a probabilidade de falha é limitada por: 


maxPIE]<P;<1- Ia - PE) = So efe (5.1) 


% 
i=1 1=1 


O limite inferior (esquerda) corresponde a dependência perfeita entre os eventos e portanto à falha 
do componente mais fraco (evento de maior probabilidade de ocorrência). O limite superior (direita) 
corresponde à independência entre os eventos (modos de falha independentes). Para probabilidades 
PI[E;] pequenas, o limite superior pode ser aproximado pela quase-igualdade a direita da Eq. (5.1). 


Figura 5-1: Sistema formado por componentes (eventos) associados em série. 


5.1.2 Componentes associados em paralelo 


A falha de um (sub-)sistema formado por componentes associados em paralelo só ocorre se todos os 
componentes falham. Em outras palavras, se um dos componentes não falha, o sistema também não 
falha. Um sistema em paralelo é representado na Figura (5-2). Se o evento E; corresponde a falha do 
i — ésimo componente, o evento falha do sistema (F) é dado pela intersecção: 


F=ENENEN.nNE=nLE; 
O evento sobrevivência (não-falha) é dado por: 
P= EU BUU E =DE; 


Sistemas em paralelo são sistemas redundantes. Esta redundância pode ser ativa ou passiva. Na 
redundância ativa, vários componentes dividem uma mesma tarefa. Na redundância passiva, alguns 
componentes ficam em estado de standby, até que um componente falhe e os componentes redundantes 
sejam acionados. À probabilidade de falha de sistemas em paralelo é: 


Pp = P[F| = PN Ei) 


Esta probabilidade depende do tipo de redundância do sistema. 


Redundância ativa 


Quando a redundância é do tipo ativa, a probabilidade de falha do sistema em paralelo é limitada por: 


n 
[fPtil<P;<minP(E) (5.2) 
i=1 ) 
O limite inferior (esquerda) corresponde ao caso de independência entre os eventos individuais (modos 
de falha). O limite superior corresponde à dependência perfeita entre os eventos. A redundânia ativa 
nem sempre diminue a probabilidade de falha do sistema (caso de modos de falha dependentes). 
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a) redundância ativa b) redundância passiva 





Figura 5-2: Representação de sistema com componentes associados em paralelo. 


Redundância passiva 


Na redundância passiva, componentes redundantes apenas entram em operação quando outro compo- 
nente falha. Logo, a avaliação da probabilidade de falha do sistema requer a análise de probabilidades 
condicionais, através de árvores de falhas. Esta é construída estabelecendo-se a probabilidade de ocorrên- 
cia de cada uma das possíves sequências de falha, que são determinadas por eventos condicionais. Como 
exemplo, para um sistema com 3 componentes em paralelo, a probabilidade de falha para a sequência de 
falha S4 corresponde a: 

P[Si] = P(E;|P[Eo| By PIEs|Er2) 


Se as sequências de falha são mutuamente exclusivas, então: 


Pp =P[S] +PISo] ++ P[S,] 


A redundância do tipo passiva sempre reduz a probabilidade de falha do sistema em relação à proba- 
bilidade de falha dos membros. 


Coeficiente de segurança (redundância) 


Coeficientes de segurança, utilizados no projeto de estruturas, aumentam a capacidade de elementos 
estruturais em relação à capacidade mínima necessária. Esta redundância é tanto passiva quanto ativa. 
Para efeitos de ilustração, imagine que a seção transversal do elemento projetado seja dividida em uma 
seção mínima, obtida para À = 1, e uma seção adicional, correspondente à A — 1, com À > 1. A seção 
transversal adicional, obtida pelo uso de À > 1,resiste às solicitações usuais de serviço dividindo a carga 
de trabalho com a seção transversal mínima necessária, o que caracteriza uma redundância ativa. No 
entanto, quando ocorre uma sobre-carga, a seção transversal adicional é mobilizada, o que caracteriza 
redundância passiva. Em sistemas estruturais redundantes, a redundância passiva originada no uso 
coeficientes de segurança fica melhor caracterizada: quando um elemento redundante falha, ocorre uma 
re-distribuição dos esforços, que mobiliza a seção transversal adicional dos elementos sobreviventes. Esta 
re-distribuição dos esforços é absorvida pelos demais elementos, caracterizando a redundância do tipo 
passiva. 


5.1.3 Associação mista de componentes 


Nem todo sistema pode ser decomposto diretamente em associações em série ou em paralelo de compo- 
nentes. No entanto, pode-se formar sub-sistemas com componentes associados em série ou em paralelo, e 
associar estes sub-sistemas em série ou em paralelo, sucessivamente, até compor o sistema completo. Esta 
decomposição em associações elementares de componentes servem para entender a interconectividade dos 
elementos e compreender o papel da falha destes na falha do sistema. 
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5.2 IDEALIZAÇÃO DE SISTEMAS ESTRUTURAIS 


A confiabilidade de sistemas estruturais formados por muitos membros está diretamente relacionada à 
confiabilidade destes membros e à maneira como estes membros estão interconectados. Na análise da 
confiabilidade de sistemas estruturais, deve-se considerar que: 


1. o efeito de carregamento em cada membro é consequência do carregamento na estrutura; 


2. ações e resistência não são necessáriamente independentes (exemplos: ação de peso próprio rela- 
cionada com as dimensões dos membros, resistência relacionada com carregamento anterior); 


3. existência de dependência entre as resistências dos diferentes membros; 

4. práticas construtivas tem influência na resistência de grupos de membros. 
A análise de sistemas estruturais exige simplificações que são divididas em: 
1. simplificação em ações e carregamentos; 

2. modelos de resistência de materiais e membros; 

3. membros componentes da estrutura e sua interconectividade. 


Neste capítulo, as ações são consideradas invariantes com o tempo. Esta simplificação mascara o 
problema da dependência com o caminho de carregamento (load path dependence), a qual só pode ser cor- 
retamente considerada quando os carregamentos são representados por processos estocásticos. Conforme 
vimos, processos estocásticos de carregamento dão origem a problemas de confiabilidade dependentes do 
tempo, que são considerados no Capítulo 8. 


5.2.1 Modelos de resistência de material 


Na engenharia estrutural, diferentes modelos são utilizados para representar a resistência de materiais. 
Alguns destes modelos estão representados na Figura 5-3. 





(b) Elastic-brittle (c) Elastic-plastic 





R 
nR p 
0 A 
(d) Elastic-residual (e) Elastic-hardening (f) Curvilinear 
strength (elastic or inelastic) 


Figura 5-3: Modelos simplificados de resistência de material: a) elástico; b) elástico-frágil; c) elástico- 
perfeitamente plástico; d) elástico com resistência residual; e) elástico com enrijecimento plástico; f) 
curvilíneo (elástico ou inelástico). 


Na avaliação da confiabilidade, é importante considerar o comportamento ” pós-falha” dos materiais 
estruturais. Nesta discussão, entende-se por falha a ultrapassagem do limite elástico do material. Duas 
situações extremas são identificadas: materiais frágeis e materiais dúcteis. Materiais frágeis rompem 
ao se atingir a tensão limite, e portanto não possuem nenhuma capacidade residual. Já os materiais 
dúcteis se deformam plasticamente ao se ultrapassar a tensão limite de proporcionalidade (ou tensão 
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de escoamento), mantendo e mesmo aumentando a sua capacidade de carga. A capacidade residual do 
material, e portanto dos membros estruturais, define o comportamento de falha do sistema estrutural. 

Na análise de confiabilidade de estruturas formadas por material frágil, é comum admitir-se um 
modelo elástico-frágil de comportamento (b). Para membros formados por material dúctil, admite-se 
comportamento elástico-perfeitamente plástico (c). Estas simplificações facilitam a análise de alguns 
tipos de sistemas estruturais, como veremos a seguir. 

Em geral, outros tipos de comportamento de material exigem soluções numéricas. Efeitos não-lineares 
pós-flambagem, por exemplo, são representados por material elástico com enrijecimento plástico (e) e 
exigem uma análise distinta da apresentada neste capítulo. 


5.2.2 Estruturas isostáticas - sistemas em série 


Estruturas isostáticas representam um caso típico de sistema onde os componentes estruturais estão 
associados em série. Devido à inexistência de redundância, a falha de um membro implica em falha 
da estrutura. Esta idealização é válida para membros frágeis ou dúcteis. A falha (por ruptura) de um 
membro frágil ou de uma vinculação causa a perda de equilíbrio e portanto a falha da estrutura. A 
deformação plástica de um membro dúctil provoca deformação plástica da estrutura, o que pode (ou não) 
ser caracterizado como falha do sistema. 

Em estruturas de pequeno grau hiper-estático (i.e., com pequena redundância) formada por membros 
frágeis, é comum assumir-se que a falha do membro mais solicitado implica em falha da estrutura. Isto 
aconteçe devido à redistribuição de cargas, possivelmente com um fator de impacto, o que leva ao colapso 
progressivo instantâneo da estrutura. Obviamente, o mesmo não vale para a ruptura de um membro que 
tem pequena contribuição na capacidade de carga da estrutura. 


5.2.3 Estruturas hiper-estáticas - sistemas em paralelo 


Em estruturas hiper-estáticas, a falha do sistema só aconteçe se um número suficiente de membros falha. 
Este número é igual ao grau hiper-estático (GH) da estrutura mais um. A análise de falha de estruturas 
hiper-estáticas envolve a determinação das diferentes sequências de falha, incluindo a redistribuição de 
cargas dada a falha de um membro. Cada sequência de falhas é formada pelo colapso progressivo de 
GH + 1 membros, e todas as segiiências de falha devem ser consideradas. Os eventos que correspondem 
a uma sequência de falha estão associados em paralelo, enquanto que as diferentes segtiências de falha 
formam eventos em série. Isto significa que a desconsideração de alguma das possíveis sequências de falha 
é não-conservadora (contra a segurança). Em geral, o uso de árvores de falha ajudam a identificar as 
diferentes seqtiências de falha. 


Treliças hiper-estáticas formadas por membros frágeis 


A análise de confiabilidade de treliças hiper-estáticas formadas por membros frágeis envolve a avaliação 
da falha progressiva dos membros hiper-estáticos mais um, até o colapso da estrutura. Considere como 
exemplo a treliça ilustrada na Figura 5-4. O grau hiper-estático da estrutura é igual a 1, portanto duas 
barras devem falhar para que ocorra o colapso da estrutura. Aplicando cargas unitárias (H = 1eV = 1, 
isoladamente) na estrutura, obtemos o fator de carga de cada membro como h; e v;. Para simplificar a 
análise, assumimos que a falha dos membros comprimidos ocorre por instabilidade elástica (fórmula de 
Euler) e a falha dos membros tracionados ocorre por ruptura. Portanto, a equação de estado limite para 
membros tracionados é: 
gi(x) — 0 RO; — h;H Fo vV 


A equação de estado limite para os membros comprimidos é: 


2EI, 
gilx) = — = haH uv 





onde a;, I; e L; são a área da seção transversal, o momento de inércia e o comprimento da i-ésima barra, 
respectivamente; op e E são a tensão de ruptura e o módulo de elasticidade do material, respectivamente. 
Seja B; o evento falha da i-ésima barra. Assumindo que qualquer barra possa ser a primeira a falhar, 
temos 6 caminhos alternativos de falha: 


da e [PIB Uj=1 52: (EjlEo)] 


As probabilidades de falha condicionais, de uma segunda barra dada falha da primeira (E;|E;), são 
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calculadas retirando a barra que falhou e re-calculado os fatores de carga dos demais elementos, h; e 
v;, mas utilizando as mesmas equações de estado limite. É possível incluir um fator de impacto na 
re-distribuição dos esforços. 

A solução de um problema muito parecido com este pode ser encontrada em Verzenhassi (2008). 





Figura 5-4: Treliça hiper-estática formada por membros frágeis. 


Pórticos hiper-estáticos formados por membros dúcteis 


Neste tipo de sistema idealizado, a resistência de cada membro (vigas, colunas) é determinada pelo 
momento fletor necessário para formar uma rótula plástica no mesmo. A falha da estrutura é caracterizada 
pela formação de um mecanismo plástico, o que corresponde à formação de um número suficiente de 
rótulas plásticas para tornar a estrutura instável. Este número é igual ao grau hiper-estático da estrutura 
mais um. Às rótulas plásticas que correspondem a um mecanismo representam eventos em paralelo, 
uma vez que o mecanismo só é formado quando todas as resistências são mobilizadas. Os diferentes 
mecanismos possíveis para determinada estrutura representam eventos em série, uma vez que a falha da 
estrutura é caracterizada pela formação de qualquer mecanismo. Assim, a desconsideração de algum dos 
possíveis mecanismos de falha é não-conservadora (contra a segurança). 

A formação de um mecanismo plástico pode ser equacionada igualando-se o trabalho das forças ex- 
ternas com o trabalho de deformação plástica (forças internas): 


Dq; se Sa M;0; = 0 (5.3) 
() j 


onde: 

Q; são as forças externas atuando sobre o pórtico; 

A; são os deslocamentos das forças na formação de um mecanismo; 

M; é o momento fletor necessário para formar uma rótula plástica na j-ésima seção transversal; 

9; é a rotação da j-ésima seção transversal na formação do mecanismo. 

Considere como exemplo o pórtico plano ilustrado na Figura 5-5. Duas ações agem sobre o pórtico: 
uma força horizontal H e uma força vertical V. Os quatro mecanismos plásticos que podem levar ao 
colapso do pórtico estão ilustrados na figura, e numerados de a) a d). Considere o mecanismo a) como 
exemplo. Ao formar o mecanismo, as forças H e V se deslocam de uma distância ó, e as rótulas giram de 
um ângulo 6. Como a altura e meia-largura do pórtico são unitárias, e assumindo pequenos deslocamentos, 
resulta que 6 = tan(0) = d. Portanto, pela Eq. (5.3) temos M,6 + 2M30 + 2M,0 — Hô —- Vô = 0, o que 
se simplifica para My, +2Ms +2M, —- H —- V = 0. Procedendo de maneira semelhante, as equações de 
estado limite para os quatro possíveis mecanismos de falha são obtidas como: 





modo a: Ja = My +2Ms +2M, —-H-V=0 
modo b: = +1Ms + 2Ms + 1M4 —V=0 
modo c: Je = My + IMs +1M,—-H =0 
modo d: ga = My, + 2M, + 2M3 —H+V=0 
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Uma solução passo a passo deste problema pode ser encontrada em Melchers (1999). 





Figura 5-5: Pórtico hiper-estático formado por membros dúcteis. 


5.3 MÚLTIPLOS MODOS DE FALHA 


Nesta seção é considerada a análise de estruturas que apresentam múltiplos modos de falha associados 
em série. Tal análise pode representar um elemento estrutural com múltiplos modos de falha, ou uma 
estrutura isostática completa. Esta análise é ainda representativa para pórticos hiper-estáticos formados 
por membros dúcteis (diferentes mecanismos em série), ou para determinar-se a probabilidade de que 
falhe um membro (qualquer deles) em uma treliça isostática. 

Cada modo de falha da estrutura ou elemento estrutural corresponde uma equação de estado limite: 


g(xX) =0, 1=1,2,..,n 
O evento falha em relação ao i-ésimo modo de falha, chamado de F;, é representado por: 
Fi; = txlgi(x) < 05 


Note que esta representação coincide com a definição do domínio de falha (Eq. 3.2). Logo, o domínio de 
falha em relação ao à — ésimo modo de falha é D,, = F;. Portanto, o domínio de falha para n modos de 
falha associados em série é um domínio composto, obtido por: 


Ds = Ui Dy; 


Isto significa que, para determinar a probabilidade de falha em relação a qualquer um dos possíveis 
modos de falha, basta atualizar o domínio de falha na Eq. (3.29): 


Pi fio Pede (5.4) 


As probabilidade de falha individuais (em relação a cada um dos modos de falha considerados individual- 
mente) podem ser determinadas utilizando-se os métodos SORM, FORM e SORM estudados no capítulo 
(4). Nesta seção, estudamos como estas soluções individuais são aproveitadas na solução de problemas 
envolvendo domínios de falha compostos como na Eq. (5.4). 


5.3.1 Limites para a probabilidade de falha de sistemas em série 


Seja F; o evento falha em relação ao à — ésimo modo de falha. O evento falha em relação a qualquer um 
dos n modos de falha (associados em série) é descrito por: 


F=AUBUBU. UF, =UL,F, 


Observando o diagrama de Venn para os n eventos F;, é fácil perceber que a probabilidade de falha 
P, = P[F] é obtida por: 
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+P[6] - PB NF] 
+PlB)-PEBnhy)-PEnh])+PEntnA] 





Para n componentes, esta equação pode ser generalizado como: 


n n à—l n il à—2 
RS PBS >» PENHA, > PRnFEnH-.. (5.6) 
o É quo gen o) 


Note-se que o primeiro somatório envolve probabilidade de falha individuais, o segundo envolve inter- 
secções de dois eventos, o terceiro intersecções de três eventos e assim por diante. Note-se ainda que 
os sinais destes somatórios alternam-se entre positivo e negativo, o que significa que limites inferiores e 
superiores para a probabilidade de falha são obtidos à medida que estes termos vão sendo incorporados 
na soma. 

Limites uni-modais são obtidos desconsiderando-se todos os termos envolvendo intersecções. Isto 
significa que estes limites são calculados considerando-se apenas modos individuais de falha. Como será 
visto a seguir, os resultados apresentados na Eq. (5.1) correspondem a limites uni-modais. Limites bi- 
modais são obtidos incluindo-se os termos de intersecção entre dois modos de falha P[F;N F;]. Os termos 
de intersecção múltipla (três ou mais modos de falha) são bastante difíceis de calcular, e nem sempre 
necessários. 


Limites uni-modais 


A consideração do primeiro somatório (apenas) da Eq. (5.6) dá origem a um limite superior para a 
probabilidade de falha: 


Pr<> PIE] (5.7) 
i=1 

Os termos de intersecção P[F; N F;| ou de intersecção múltipla na Eq. (5.6) são sempre menores ou 
iguais ao menor dos eventos envolvidos na intersecção: 


Isto significa que a consideração de apenas um dos termos do somatório em (5.7) corresponde a um limite 
inferior para a probabilidade de falha. Em particular: 


P,> max [P(F;)] 


Portanto, os limites uni-modais da probabilidade de falha são obtidos como: 


n 
max[P(F)] <P; <>) PIE 
KA 
i=1 
Note que esta expressão é idêntica à Eg. (5.1). Os limites uni-modais não são muito úteis por serem 
bastante amplos, principalmente quando não há um modo de falha dominante. 


Limites bi-modais 


Limites bi-modais da probabilidadade de falha do sistema são obtidos incluindo os termos de segunda 
ordem (P[F;N F;]) da Eq. (5.6). Para obter um limite inferior, desconsideramos os termos envolvendo 
intersecções múltiplas (três ou mais modos de falha), mas utilizamos o operador max[.| para garantir que 
não haja contribuição negativa na probabilidade de falha devido à desconsideração dos termos de terceira 
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n 1—1 
PlA]+> max |0,PIF]-S P(mnF;| <P (5.8) 
i=2 j=1 


Observe que este limite depende da ordenação dos modos de falha. Existem algoritmos para se 
determinar a ordenação ideal dos modos de falha a fim de estreitar estes limites. A regra geral é ordená- 
los em escala de importância, i.e., em escala decrescente de probabilidade de falha individual: 


P[F] > PIE] > PIB] >... > P[F,] 
O limite superior é obtido a partir de uma simplificação das linhas da expressão (5.5). Cada linha 
desta expressão faz uma contribuição não-negativa na probabilidade de falha, de modo que: 


n n 


Pp< >, PlFi]- > max[P(F;O Fj)] (5.9) 


i=1 1=2 


Aqui, o operador max[.] também garante que não ocorra contribuição negativa na probabilidade de falha. 


5.3.2 Aproximação de primeira ordem para múltiplos modos de falha 


Os limites bi-modais da probabilidade de falha de sistemas com múltiplos modos de falha (associados 
em série) podem ser avaliados a partir de uma aproximação de primeira ordem das equações de estado 
limite que definem o problema. Esta aproximação, que é compatível com a linearização das equações de 
estado limite realizada em SORM e FORM, consiste em determinar os termos bi-modais de probabilidade 
(E; N F;) a partir dos coeficientes de correlação entre as equações de estado limite linearizadas nos 
respectivos pontos de projeto. 


Correlação entre modos de falha 


Considere os dois hiper-planos tangentes à cada equação de estado limite nos respectivos pontos de 
projeto: 


gi) = (y-y)"-Valyi)=0 
900) = (y-y)-Vajly)=0 
Aplicando o operador valor esperado, obtemos: 
Eloily) = (ly) = —yj” -Vailyj) 
Elos] = mi) = 5" Vgs(y)) 


A covariância entre os dois modos de falha (entre as duas equações de estado limite) é obtida como: 


Covlgi(y),g;(y)) = lg — Tila; — 5)] 
= El(y”-Vgi(yi)) (77: Vgs(y;))] 
= Ely” -y(Valyi)”- Vgs(y;)) 


O termo Ely” - y] corresponde ao momento de 2º ordem (Eq. 2.13), e pode ser calculado como: 
Ely” -y] = Ely?) = 0% + Ely)? 


No espaço das variáveis normais padrão normalizadas, Ely] = 0e 0% =1, logo Ely” -y] = 1. Portanto, 
a covariância entre dois modos de falha se resume a: 


Covlgi(y), 9;(9)] = Vgilyi)” -Vgj(y;) 


Da Eq. (4.21) temos que: 
Varlgil] = Vgi(yi)"- Vgi(yi) 


ou: 





es) = (Voy Vaio) = 1Vgilyi)] 
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Portanto, o coeficiente de correlação entre dois modos de falha g;(y) e g;(y), que mede a dependência 
linear entre estes modos de falha, é: 


Ogilvy) g;(y) 
[Voy DV 9;(7;)]] 
E alas (5.10) 


Pgig 


O coeficiente de correlação obtido através da Eq. 5.10 é aproximado, pois é obtido a partir da 
linearização das equações de estado limite nos respectivos pontos de projeto. Pode-se mostrar ainda que 
Pgig; é O cosseno do angulo entre as equações de estado limite linearizadas. Note que as aproximações 
envolvidas no cálculo de p,,,, são compatíveis com as aproximações do método FORM. 


Aproximação da probabilidade de intersecção P(F;N F,) 


As probabilidades de intersecção P(F; N F;) não podem ser determinadas diretamente, nem de forma 
exata. Estas probabilidades são aproximadas a partir das probabilidades de ocorrência dos eventos 4 e 
B representados na Figura (5-6), para cada combinação de modos de falha. Relações de ortogonalidade 
permitem determinar: 


P(A) = 9(-8,))9D 


P(Bij) = P-B;)6 | — 


Na avaliação dos limites inferior e superior (equações 5.8 e 5.9), os termos P(F;N F,) são aproximados 
de forma a preservar os respectivos limites. 
Quando o coeficiente de correlação p,, 9; é positivo, utiliza-se 


P(Fn F;) = P(A) + P(Bi) 


para o limite inferior e 


para o limite superior. 
Quando o coeficiente de correlação p,,9, é negativo, utiliza-se 


para o limite inferior e 
P(FNnF))=0 


para o limite superior. 

A formulação destes limites está baseada em três importantes aproximações: a linearização das 
equações de estado limite nos respectivos pontos de projeto, a consideração de falha simultânea por dois 
e não mais do que dois modos de falha e a aproximação feita no cálculo da probabilidade de intersecção 
P(ENF,). 

Devido à linearização e à aproximação feita no cálculo de P(F;N F,), os limites estabelecidos por (5.8) 
e (5.9) são assintóticos, isto é, se estreitam a medida que as probabilidades de falha individuais diminuem. 
Estes limites ainda podem ser largos quando não há um modo de falha dominante, especialmente se as 
probabilidades de falha individuais forem elevadas. No entanto, em geral obtém-se resultados aceitáveis. 

O cálculo dos limites bi-modais linearizados pode ser resumido nas seguintes etapas: 


1. Ordenamento em ordem decrescente das probabilidades de falha individuais; 
2. Cálculo dos coeficientes de correlação linearizados entre os modos de falha; 


3. Cálculo da probabilidade dos eventos 4 e B para cada par de modos de falha; 
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4. Cálculo da probabilidade de intersecção para dois modos de falha P(F,N F;); 


5. Cálculo dos limites da probabilidade de falha do sistema conforme (5.8) e (5.9). 





Figura 5-6: Determinação dos limites bi-modais linearizados. 


5.4 SISTEMAS ESTRUTURAIS COMPLEXOS 


5.4.1 Árvore de falhas 


Essencialmente, uma árvore de falhas é utilizada para decompor um evento principal (geralmente, falha do 
sistema gerando um acidente) em combinações de eventos elementares que levam a ocorrência do evento 
principal. Este processo de decomposição continua até que o evento principal esteja desmembrado em 
eventos básicos cuja probabilidade de ocorrência seja conhecida ou possa ser calculada. A probabilidade 
de ocorrência dos eventos básicos é dada na forma de tabelas, para componentes mecânicos ou eletrônicos, 
ou pode ser calculada com base nos métodos estudados. 

A árvore de falhas permite desmembrar um acidente em seus eventos básicos, que podem ser falhas 
de equipamento ou falhas humanas. A Figura (5-7) mostra uma árvore de falhas esquematizada. Na 
decomposição do evento principal, os eventos básicos são agrupados utilizando-se portas do tipo AND ou 
OR, que correspondem a componentes associados em série ou em paralelo. 

Árvores de falha podem ser utilizadas tanto para análises quantitativas como qualitativas. Claramente, 
há inúmeras vantagens de se efetuar primeiramente uma análise qualitativa. 


Análise qualitativa 


Árvores de falha são uma maneira sistematizada e organizada de identificar as prováveis falhas de um 
sistema que podem levar a um acidente (evento principal). Além de identificar as prováveis causas de 
um acidente, árvores de falha permitem descobrir combinações de incidentes que levam à falha e que de 
outra maneira poderiam passar desapercebidas. 
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Uma análise puramente qualitativa, utilizando valores de probabilidades aproximados, já é suficiente 
para orientar o projeto de um sistema. Ela permite identificar as segiiências críticas de eventos que 
mais provavelmente levam à falha do sistema. Estas segtiências são chamadas de caminhos críticos ou 
minimal cut sets. Os caminhos críticos que podem levar ao evento principal podem ser identificados em 
uma análise qualitativa. A probabilidade de ocorrência do evento principal pode então ser minimizada 
minimizando-se a probabilidade de ocorrência dos eventos do caminho crítico. Por meio dos caminhos 
críticos, pode-se simplificar consideravelmente a árvore de falha de um sistema muito complexo. 


Análise quantitativa 


Muitas vezes, estatísticas de eventos são dadas em termos de fregiiências (e.g., falhas por ano, ou falhas 
por hora). O cálculo de probabilidade em uma porta AND admite apenas uma entrada do tipo fregiiência, 
caso contrário o resultado se tornaria algo como “falhas? por ano?”, o que obviamente não faz sentido. No 
entanto, se uma das entradas for uma fregiiência e as demais entradas forem probabilidades, o resultado 
se torna também uma estimativa de fregiiência. 

Na operação OR, não há qualquer dificuldade em combinar estatísticas de eventos em termos de 
fregiiencias, desde que as fregiiências sejam relativamente baixas. 
Características de àrvores de falha: 

1. não representa todos os modos de falha do sistema; 


2. analisa eventos principais a partir de suas causas primárias; 


3. desmembra eventos principais em falha de componentes básicos cuja probabilidade de ocorrência é 
conhecida ou pode ser calculada; 


pode representar componentes em série e/ou paralelo, com redundância ativa ou passiva; 
detecta caminhos críticos que mais provavelmente levam a falha do sistema; 

requer uma definição prescisa das fronteiras do sistema; 

programas de computador disponíveis para grandes problemas; 


pode incluir falha de equipamento e falha humana na mesma análise; 


SE. sOOl seo OA POL qua 


atenção com os modos de falha comuns, pois a análise quantitativa é baseada na hipótese de 
independência entre eventos! 


5.4.2 Árvore de eventos 


Árvores de evento servem para identificar as consegiências de um evento inicial, como a falha de um 
componente do sistema. Árvores de evento permitem ainda identificar a atuação de sistemas de segurança 
e sua adequação, identificar em que ponto devem ser investidos recursos para minimizar consegiiências e, 
finalmente, avaliar a probabilidade de ocorrência de determinadas consegiiências. 

O desenvolvimento de uma árvore de eventos inicia no evento inicial e segue com a identificação das 
consegiiencias deste evento através de uma série de pontos de decisão. Estes pontos de decisão referem-se 
a entrada em operação de um sistema de segurança, uma intervenção humana, condições ambientais no 
momento do incidente, etc. Uma árvore de eventos é ilustrada na Figura (5-8). 


Construção de árvores de eventos: 


1. definição do evento inicial, que pode ser falha de um equipamento, falha humana ou outro evento 
que gera uma sequência de acontecimentos; 


2. definição dos eventos secundários relevantes, de onde partem os “galhos” da árvore. Cada ramifi- 
cação é associada a uma probabilidade de ocorrência. A soma das probabilidades de ocorrência de 
todos os galhos que ramificam de um nó deve ser um (1.0); 


3. traçado dos caminhos de falha, distinguindo caminhos que levam a falha de caminhos sem maiores 
consequências. Os caminhos de falha mostram onde devem ser concentrados os esforços para 
diminuir a probabilidade de ocorrência de resultados indesejáveis; 


4. realização da análise qualitativa; 


5. realização da análise quantitativa, 
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Avaliação qualitativa: 
Uma avaliação qualitativa de uma árvore de eventos pode fornecer informações importantes, como: 


1. o papel e adequação de sistemas de segurança: a análise revela a efetividade de um equipamento 
de segurança e pode revelar a necessidade de equipamento adicional; 


2. o papel de barreiras, formadas por ações e medidas que tem como finalidade conter a propagação 
dos eventos. Exemplo: as barreiras físicas utilizadas para conter eventuais vazamento de líquidos; 


3. efeitos de mudanças no projeto, e.g., mudar uma linha de condução (tubulação) para longe da área 
com potencial para incêndios, evitando eventos secundários relacionados com a tubulação; 


4. papel da resposta de emergência: há previsão de uma resposta de emergência no evento de um 
acidente? Esta resposta é suficiente para minimizar as consegiiências? 
Avaliação quantitativa: 
Esta é feita simplesmente multiplicando-se a probabilidade dos eventos situados ao longo de um caminho 
que leva a uma consegiiência indesejável. 
Características de uma árvore de eventos: 
1. fácil de construir e de avaliar; 
há risco de aumentar muito, a medida que mais eventos secundários são considerados; 
possibilita a avaliação de risco, incluindo o custo de falha; 
ilustra o efeito de falhas; 
mostra a segiiência de um acidente; 


é própria para análise de segurança; 


a Sw pon 


segtiencias de grande significado podem ser analisadas usando árvores de falha. 


evento 
principal 


eventos básicos - evento principal 





Figura 5-7: Árvore de falhas mostrando eventos básicos e evento principal. 
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Figura 5-8: Árvore de eventos mostrando evento inicial e consegiiências. 


Capítulo 6 


SIMULAÇÃO DE MONTE CARLO 


Simulação é uma forma de experimentação numérica. Segundo Rubinstein (1981) ou Rubinstein e Kroese 
(2008): 


“simulação é uma técnica numérica para realizar experimentos em computador, com base 
em modelos lógicos e modelos matemáticos, de modo a descrever o comportamento de sistemas 
econômicos e de administração ao longo de um determinado período de tempo”. 


Simulação de Monte Carlo é o nome dado a simulação que envolve a utilização de números aleatórios. 
O nome é uma referência à cidade de Monte Carlo, no principado de Mônaco, famosa por seus cassinos. 

A simulação é uma técnica que permite a solução de problemas muito complexos. Tem sido muito 
utilizada para prever o comportamento a longo prazo de sistemas complexos de qualquer natureza. Na 
simulação, não há limite no número de variáveis do problema ou na complexidade de modelo, resolvendo- 
se com a mesma facilidade problemas com poucas ou com muitas variáveis. O único fator limitante é a 
capacidade computacional, que tem aumentado muito nos últimos anos. 

Na matemática, a simulação é utilizada como ferramenta para calcular integrais, equações algébricas 
e equações diferenciais complexas. 

Em termos de análise estrutural, a simulação pode ser entendida como uma forma de simular numéri- 
camente um experimento que na prática não é realizável. Este experimento consiste em testar a estrutura 
para todas as combinações possíveis de resistências e de ações, sendo estas variáveis aleatórias e/ou proces- 
sos estocásticos. Tal experimento não é realizável na prática porque: 


1. o custo de construção de estruturas é muito elevado para se construir múltiplos protótipos para 
teste; 


2. as possibilidades de uso de modelos em escala são limitadas; 


3. a probabilidade de falha de sistemas estruturais é muito pequena, o que torna a observação de 
falhas muito difícil. 


Na área de análise estrutural, o método de simulação de Monte Carlo é muito utilizado como último 
recurso, quando os demais métodos analíticos falham. É comum também utilizar-se Monte Carlo para 
verificar soluções analíticas aproximadas. 

Com o aumento da capacidade dos computadores, a simulação de Monte Carlo tem conquistado 
mais espaço, devido à sua robustez e simplicidade. Técnicas de amostragem inteligente tem permitido a 
aplicação da simulação à problemas com baixa probabilidade de falha. 

Métodos de simulação são muitas vezes chamados de métodos exatos porque, teóricamente, o resultado 
da simulação tende ao resultado exato quando o número de simulações tende ao infinito. Além disto, 
métodos de simulação evitam certas aproximações dos métodos analíticos. No entanto, a concepção de 
exato se limita a estes dois fatores pois, na realidade, métodos de simulação ainda estão sujeitos a erros de 
modelo, aproximações algorítmicas na geração de números aleatórios, e outros. Os resultados dependem 
da qualidade dos números aleatórios utilizados, cuja geração é uma parte crítica do processo de simulação. 


6.1 FORMULAÇÃO 


A determinação da probabilidade de falha de um componente ou sistema estrutural envolve uma integral 
sobre o domínio de falha D da função de densidade de probabilidade conjunta fx (x): 
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P, = fxlodaz (6.1) 
Ds 
O domínio de falha pode ser representado por uma única equação de estado limite ou por qualquer combi- 
nação de estados limites em série e/ou em paralelo. Seja g;(x) a equação de estado limite correspondente 
ao i—ésimo modo de falha. Os domínios de falha compostos para sistemas em série, paralelo ou para 
associação mista são representados por: 


D; = Ulagi(x) (série) 
Dy = Magnilx) (paralelo) 
D; = Na (Uagi(x), (mista) (6.2) 


Ix) = Isexe D; (falha) 
Ix) = 0sexg D; (sobrevivência) (6.3) 


pode-se integrar (6.1) sobre todo o domínio: 


Pp= / Ibi fx(x)dz = EU |] (6.4) 


Por definição (Eq. 2.12), esta expressão representa o valor esperado da função indicadora 1[x) . 
Portanto, o valor esperado da probabilidade de falha pode ser estimado, com base em uma amostra de 
tamanho finito, através de (Eq. 2.16): 


ES a nf 
P, = 3 T[x;] E (6.5) 
onde o chapéu indica uma estimativa, nf é o número de pontos no domínio de falha e ns; é o número 
de simulações. Este é um estimador não-tendencioso da probabilidade de falha, i.e., ele converge para a 
probabilidade de falha exata com ns; — 00. 
A Eq. 6.5 está baseada em uma amostra de tamanho finito, e portanto está sujeita a um erro estatístico 
que corresponde à variância de 1[x]. Utilizando a Eq. (2.19), obtemos uma estimativa da variância como: 


Var[Py] = ET x (rpei] = PB) (6.6) 


A variância da P; corresponde à incerteza ou erro estatístico da simulação. A Eq. (6.6) mostra 
que esta incerteza diminui à medida que aumenta o número de simulações n.s;, convergindo a zero com 
Nsi — 00. À variância de P; depende ainda da ordem de grandeza da probabilidade de falha exata Pg. 
Quanto menor a probabilidade de falha, maior o número de simulações necessárias para se obter uma 
mesma variância. O coeficiente de variação da P, é obtido como: 





Var[2,] 1 
CVp, = — e (6.7) 
ELP$] NsiPy 


A partir da Eg. (6.7) observa-se que a avaliação de uma probabilidade de falha da ordem de 107? 
com CVp, < 10% requer aproximadamente 10?+2 simulações. Para as probabilidades de falha típicas de 
problemas de confiabilidade estrutural (da ordem de 1073 a 1078), o número de simulações frequentemente 
se torna proibitivo. Em outras palavras, o número de simulações necessárias para se atingir alguns poucos 
pontos no domínio de falha é muito grande. Poucos pontos no domínio de falha levam a uma grande 
variância dos resultados. Para endereçar este problema e reduzir o número necessário de simulações, 
utiliza-se técnicas de redução de variância, estudadas na Seção (6.3). O método de Monte Carlo formulado 
nesta seção é conhecido como método de Monte Carlo simples, direto, bruto ou cru, por não utilizar 
técnicas de redução de variância. 

A partir das Egs. (6.5 e 6.6) pode-se determinar o intervalo de confiança do resultado da simulação: 


P;-kVVarlP<P;<P;+kyVarlP (6.8) 
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onde o parâmetro k está relacionado com o nível de confiança desejado, segundo uma distribuição Normal. 

A Figura 6-1 ilustra um típico gráfico de convergência de simulação de Monte Carlo, em função do 
número de simulações. A Figura mostra a convergência em termos da média (Eq. 6.5) e do intervalo 
de confiança da P; (Eq. 6.8). O comportamento observado na Figura 6-1 é típico: observa-se uma 
oscilação da média (e da variância), que ocorre por influência dos números aleatórios e diminui à medida 
que ns; aumenta. O intervalo de confiança se torna mais estreito com aumento de ns;, em função da 
redução da variância. O resultado exato para este problema também é mostrado na figura (avaliar por 
SMC: P; = 9(—5) para 8 = 2). Um gráfico de convergência como o mostrado na Figura 6-1 é essencial 
para estimar a precisão dos resultados: o número de simulações deve ser suficiente para que se obtenha 
convergência na média com intervalo de confiança aceitável. 
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Figura 6-1: Gráfico de convergência da P, e intervalo de confiança (i.c.) para SMC simples. 


Algoritmo 45 Método de Monte Carlo simples ou direto 
1. gerar ns; amostras x; = (x1,%2,...Xn+ a partir da função conjunta de densidades fx(x); 
2. verificar a ocorrência de falha ou não para cada amostra, através da função indicadora T[x;]; 


3. estimar média e variância da probabilidade de falha através de (6.5) e (6.6). 


6.2 GERAÇÃO DE AMOSTRAS DE VARIÁVEIS ALEATÓRIAS 


O método de simulação de Monte Carlo está fundamentado na geração das ns; amostras x; = [x1,%2,...Un+. 
Cada uma destas amostras contém n números aleatórios gerados segunda a função conjunta de densidade 

de probabilidades fx (x). Obviamente, a utilização de computadores facilita esta tarefa para ns; grande. 

Os métodos apresentados nesta seção são os mais utilizados na prática. Existem também outras técnicas 

de maior apelo teórico mas de dificil aplicação (Rubinstein, 1981; Bratley et al., 1987). 

6.2.1 Geração de amostras de uma variável aleatória 


A obtenção de uma amostra (aleatória) de uma variável aleatória com função de distribuição cumulativa 
de probabilidades Fx(x) conhecida pode ser dividida em duas etapas: 


1. geração de um número aleatório ux com distribuição uniforme entre 0 e 1; 


2. determinação da inversa da função de distribuição cumulativa de probabilidades: 


me= EE Qu) (6.9) 
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Este procedimento pode ser visualizado na Figura (6-2). Ele pode ser aplicado para qualquer dis- 
tribuição estatística conhecida, uma vez que, por definição, a função de distribuição cumulativa de prob- 
abilidades aumenta monotonicamente entre O e 1. No entanto, este procedimento não é adequado para as 
distribuições normal e lognormal, uma vez que a expressão analítica de Fx(x) não é conhecida (ver Eq. 
2.39 e Seção 2.9.2). 





Figura 6-2: Geração de números aleatórios com distribuição prescrita. 


Amostras de variáveis aleatórias com distribuição normal ou log-normal podem ser obtidas a partir 
de um algoritmo específico. Um par de amostras independentes y e y de uma variável normal padrão 
é obtido a partir de um par de amostras independentes uj e u2, uniformemente distribuídas entre 0 e 1, 
a partir de (Soong e Grigoriu, 1993): 


yw = v-2logu cos(27 us) 
vv = v-2logusin(2mu2) (6.10) 


Amostras da variável X » N(u,o) são então obtidas a partir de: 
Xe = Yyko + (6.11) 
Utilizando o mesmo algoritmo, amostras de uma variável log-normal X » LN(A,é) são obtidas de: 
xx = exply;é + À] (6.12) 


Ambos algoritmos (equações 6.9 e 6.10) estão baseados em amostras de números aleatórios ur com 
distribuição uniforme entre 0 e 1. Na próxima seção, verificamos como estes números são obtidos através 
de algoritmos recursivos. A geração de grupos de números aleatórios com função conjunta de densidade 
de probabilidades fx(x) é descrita na Seção (6.2.4). 


6.2.2 Geração de números aleatórios com distribuição uniforme 


Números aleatórios com distribuição uniforme entre O e 1 são obtidos através de algoritmos recursivos. 
Um algoritmo muito utilizado é conhecido como gerador linear congruencial (Lehmer, 1949): 





Uk — 


GR É Za + | (6.13) 


m 


Nesta expressão, int[.] representa a parte inteira, (m, a, ck são constantes que caracterizam o gerador 
e zo (primeiro valor da sequência 24.) é a semente do gerador. É fácil perceber que a Eq. (6.13) resulta em 
números distribuídos entre O e 1. O gerador congruencial funciona a partir de uma sequência de grandes 
números z;., obtida a partir de: 


te (6.14) 


amas te-mimt | a 


A segiência de números gerados pelas equações (6.13 e 6.14) é determinística e reproduzível; portanto 
a segiência gerada é dita pseudo-aleatória. O fato da seqgiiência de números pseudo-aleatórios poder 
ser reproduzida através do uso de uma mesma semente zy é conveniente, quando se deseja comparar ou 
reproduzir resultados. 

A qualidade de um gerador linear congruencial depende fortemente das constantes fm, a, ck. Todo 
gerador congruencial é cíclico, e o período do ciclo é sempre menor do que m. Isto significa que um grande 
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valor m deve ser utilizado. Além disto, o coeficiente de correlação entre dois números consecutivos é 
inversamente proporcional às constantes m e a, portanto estas duas constantes devem ser grandes. A 
semente zo deve ser um número grande, inteiro e ímpar. Infelizmente, estes conjunto de especificações 
não é suficientes para garantir boa qualidade de um gerador congruencial, conforme veremos na próxima 
seção. 


6.2.3 Teste de geradores lineares congruenciais 


O conjunto de constantes fm, a, cy caracteriza diferentes geradores congruenciais. Nesta Seção em- 
pregamos a sintaxe GLC = (m, a, ck para caracterizar determinado gerador. A informação sobre as 
constantes do gerador, juntamente com a semente utilizada, são suficientes para reproduzir uma sequên- 
cia de números aleatórios. 

A qualidade de um gerador de números aleatórios é medida a partir da uniformidade e da independên- 
cia dos números obtidos. Os números gerados podem ser testados quanto à independência e quanto à 
uniformidade através de testes estatísticos padronizados. Uma maneira simples e visual de verificar a 
uniformidade das amostras uk obtidas através do gerador congruencial é ordenar as ns; amostras em 
ordem crescente, atribuindo a cada valor amostrado o percentil: 





Fulus) = PHU <uç]]= 


St 


Os pontos (ur, Fu(ux)) assim obtidos são plotados em um gráfico, e devem resultar em uma linha reta 
entre os pontos (0,0) e (ns:;,1), correspondente à função acumulada de distribuição de probabilidades da 
variável aleatória uniforme U. A Figura 6-3 ilustra resultados deste teste de uniformidade, para conjuntos 
de 10º e 10? amostras obtidas com o gerador linear congruencial GLC = (m, a, ck = 42º! — 1,65539,0). 
Este gerador foi utilizado nos computadores IBM System 360, nos anos 60, e era conhecido como gerador 
RANDU. A figura mostra que os números gerados tem, aparentemente, uma distribuição uniforme. 
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Figura 6-3: Teste de uniformidade do gerador RANDU: GLC = fm, a,c) = (2º! — 1,65539,0F, ns; = 108 
(esquerda), ns; = 10? (direita), zo = 111111. 


O teste de uniformidade ilustrado na Figura 6-3 não é muito robusto. Um teste mais robusto é o 
chamado método de partição do hiper-cubo unitário. Em uma versão “plana” deste teste, os pontos ur. 
amostrados são plotados em um gráfico bi-dimensional (espaço [0,1]2); cada ponto neste gráfico é uma 
dupla (up, uk+1). O espaço [0,1]2 é então dividido em partes iguais, formando quadras. Se os números 
amostrados tem distribuição uniforme, então um mesmo número de pontos deveria ser observado em cada 
quadra. Diferentes testes estatísticos podem ser utilizados para verificar quão uniforme é esta distribuição 
em quadras. Alternativamente, uma verificação visual pode ser feita. Nesta, verifica-se a uniformidade da 
distribuição dos números no espaço e a ausência de tendênciosidades na geração das amostras. A Figura 
6-4 ilustra resultados deste teste de uniformidade para o gerador RANDU, para uma sequência com 10! 
amostras. Esta figura também sugere uma uniformidade dos números gerados, uma vez que não revela 
nenhuma tendência ou padrão de geração não-uniforme. 

Um teste de uniformidade ainda mais robusto é o método de partição do hiper-cubo unitário em 
sua versão 3D. Neste teste, pontos (up, Uk+1, Uk+2) são plotados em um gráfico tri-dimensional (espaço 
[0,1]8). Testes estatísticos podem ser utilizados para verificar a uniformidade da distribuição dos pontos 


142 ANDRÉ T. BECK, SIMULAÇÃO DE MONTE CARLO 








Ui 














ui 


Figura 6-4: Teste de uniformidade do gerador RANDU em [0,1]2, ns; = 104, zo = 111111. 


em sub-cubos deste espaço, ou uma verificação visual pode ser feita. A Figura 6-5 ilustra este teste 
de uniformidade para o gerador RANDU. A perspectiva à esquerda, nesta figura, sugere mais uma vez 
uma uniformidade das amostras geradas. No entanto, a perspectiva à direita (que representa apenas 
outro ponto de vista do conjunto de pontos à esquerda) revela uma tendenciosidade do gerador RANDU. 
Percebe-se uma tendência de amostrar pontos em planos preferenciais. Esta tendência revela uma falha 
grave do gerador RANDU, que apenas foi descoberta muitos anos depois de sua introdução pela IBM. 

Um gerador linear congruencial aparentemente melhor é utilizado no programa StRAnD: GLC = (m, 
a, cj) = 428! — 1,41358,0). A Figura 6-6 ilustra o teste de partição do hiper-cubo unitário, para este 
gerador, no espaço [0,1]. Não se percebe, nesta figura, quaisquer tendenciosidades do gerador. Outro 
gerador que passa nestes testes visuais é o gerador utilizado no programa ISPUD (Borgund et al., 1980): 
GLC = (m, a, ci = (28! — 1,16807,0). 


6.2.4 Geração de amostras a partir da distribuição conjunta de probabili- 
dades 


O método de simulação de Monte Carlo envolve a geração de conjuntos de números aleatórios x; = 
(x1,%2,...2n)", sendo n o números de variáveis aleatórias do problema, que devem ser obtidos a partir 
da função conjunta de densidade de probabilidades fx (x). 

Na Seção 4.3.1, argumentamos sobre as dificuldades de se conhecer, nos problemas práticos, a função 
conjunta de probabilidades fx (x). Isto significa que esta distribuição deve ser construída a partir de um 
modelo apropriado e da informação disponível, o que em geral corresponde às funções de probabilidades 
marginais e a índices de correlação entre pares de variáveis aleatórias. O modelo de distribuição a ser 
utilizado é idêntico ao modelo utilizado no método FORM (Seção 4.3). 


Variaveis aleatórias independentes 


Se as variáveis aleatórias do problema são independentes, então a função conjunta de densidade de 
probabilidades é obtida conforme Eq. (2.56): 


fx(x) = | [ fx.(mi) (6.15) 
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Figura 6-5: Teste de uniformidade do gerador RANDU em [0,1], ns; = 10º, 2) = 111111, com dois 


pontos de vista. 





Teste de uniformidade do gerador do programa StRAnD em [0,1]2, ns; = 104, 2) = 111, 


com dois pontos de vista. 


Figura 6-6 
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onde fx,(x;) é a função de densidade de probabilidades marginal da variável X;. Isto significa que os 
números aleatórios podem ser gerados de forma independente dos demais, utilizando as equações (6.9, 
6.11 ou 6.12). 


Variáveis aleatórias correlacionadas 


À existência de correlação entre as variáveis aleatórias do problema deve ser imposta ao gerar-se amostras 
do vetor x; = (x1,%>,...vn). Na simulação de Monte Carlo, a correlação é tratada de maneira inversa 
ao que ocorre na solução via SORM ou FORM. Na solução via FORM, a correlação entre as variáveis 
é eliminada ao realizar-se a transformação para o espaço normal padrão. Na solução via simulação, a 
correlação deve ser imposta aos pontos amostrados. Na prática, porém, as mesmas matrizes são utilizadas. 


Transformação de Rosenblatt Utilizando a transformação de Rosenblatt, as funções conjuntas de 
probabilidades são obtidas como: 


fx6) = faxlai)fxolgolr)..fx,(Onlta, Do, e, Eno) 
Fx(x) — Fxlr)Pxo(xo|x1)...Fx, (gnt, ão, ..., Un) (6.16) 


onde fx,(x2]71) é à função de densidade de probabilidade condicional de X, dado X4. A partir deste 
modelo, números aleatórios correlacionados podem ser obtidos como: 


a = Fm) 
xo fre Fx (uola1)) 
Lia E (un Lino e sdta<a)| (6.17) 


Infelizmente, as distribuições condicionais de probabilidades que aparecem nas equações (6.16 e 6.17) 
são difíceis de calcular, de forma que este resultado tem apenas valor teórico. 


Modelo de Nataf Na prática, o modelo de Nataf pode ser utilizado para gerar amostras de variáveis 
aleatórias correlacionadas. Conforme visto na Seção 4.3, o modelo de Nataf consiste em construir uma 
aproximação para a função conjunta de distribuição de probabilidades fx(x) a partir de uma função de 
distribuição Gaussiana padrão multi-variada q, (2, Rz) (Eq. 4.52). Utilizando este modelo, a correlação 
entre as variáveis X pode ser imposta em uma amostra X = x a partir de uma amostra z envolvendo 
variáveis normais padrão correlacionadas. Esta correlação, por sua vez, pode ser imposta em um conjunto 
de variáveis normais padrão y, sem correlação, utilizando as matrizes de transformação utilizadas na Seção 
4.3. 

Inicialmente, obtém-se uma amostra y; = (1, 42; -.., Yn + de um vetor formado por números aleatórios 
normais padrão independentes, conforme a Eq. (6.10). Esta amostra é transformada para o espaço Z 
através de: 

Zi; — J,y “Yi (6.18) 


onde J,y é a matriz Jacobiana de transformação de Y — Z. A seguir, determina-se o vetor de probabili- 
dades acumuladas desta amostra (vetor u;), fazendo: 


u,— D[z;] 
Finalmente, a amostra x; é obtida a partir da Eq. (6.9): 
x; = Px (u;) = Fy (Play vi] (6.19) 


Note que a matriz de transformação J,, é a mesma utilizada em FORM, obtida pela decomposição 
ortogonal ou de Cholesky da matriz de correlação equivalente Rz, através das equações (4.59 e 4.64). 


6.3 TÉCNICAS DE REDUÇÃO DA VARIÂNCIA 


À pequena probabilidade de falha típica de problemas de confiabilidade estrutural implica em que o 
número de simulações necessárias para se atingir alguns poucos pontos no domínio de falha seja muito 
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grande. Como consequência, no método de simulação de Monte Carlo simples ou direto o número de 
simulações necessárias pode se tornar proibitivamente alto, e/ou a variância dos resultados pode se 
tornar muito grande. Para endereçar este problema e reduzir o número de simulações necessárias, utiliza- 
se técnicas de redução de variância, que são estudadas nesta seção. 


6.3.1 Variáveis antitéticas 


Dois estimadores não tendenciosos da probabilidade de falha, Z4 e Zp , podem ser combinados de forma 
a produzir um terceiro estimador Zc: 


ide > (Za + Zp) (6.20) 
Zc também será um estimador não tendencioso pois: 
ElZc] = > (BIZA]+ BlZo)) = S (ZA + Zp) (6.21) 
A variância de Zc, no entanto, é: 
Vania : (VariZ a) + VarlZg] + 2Covl(ZA, Z6))) (6.22) 


Se os estimadores Za e Zp são independentes (e.g., baseados em dois conjuntos distintos de valores 
aleatórios), o último termo da expressão (6.22) se anula. Se os estimadores tiverem correlação negativa, o 
último termo é menor que zero e portanto a variância de Zcç resulta menor do que a variância combinada 
de Zs e Zp. Logo, a variância de Zc, e portanto o erro associado com a simulação, pode ser reduzida 
através da utilização de dois estimadores com correlação negativa. 

A correlação negativa é obtida através do uso das variáveis antitéticas, como segue. Se uma amostra 
x; é obtida a partir de uma amostra u; (com distribuição uniforme entre O e 1), então a próxima amostra 
x;+1 é obtida a partir de (1— u;). Assim, os estimadores Za e Zp são baseados em n,;/2 amostras 
(alternadas), e resultam negativamente correlacionados. 

Esta técnica de redução da variância é muito fácil de implementar, mas as melhorias são modestas. 
Em função disto, as variáveis antitéticas são geralmente combinadas com outras técnicas de redução da 
Variancia. 


6.3.2 Amostragem por importância 


As técnicas de amostragem por importância são conhecidas também por amostragem inteligente, uma 
vez que procuram deslocar os pontos de amostragem para regiões importantes do domínio de falha. 
Elas reduzem o número de simulações por evitarem a simulação excessiva de pontos longe da região de 
interesse, ou seja, longe do domínio de falha. Estas técnicas geralmente fazem uso de alguma informação 
adicional sobre o problema, como por exemplo as coordenadas do ponto de projeto. 

As técnicas de amostragem por importância tem sido objeto de muito estudo nos últimos anos. Elas 
estão entre as mais importantes e eficientes técnicas para diminuir o número de simulações e/ou reduzir 
a variância dos resultados. 

Os pontos de amostragem (ou pontos simulados) são gerados a partir de uma função de amostragem 
hx (x), que os desloca para o domínio de falha. Multiplicando e dividindo a expressão (6.4) por hx (x),obtemos: 





Pj= E Tb] a hx(e)da (6.23) 


fx(x) 
hx (x) , 
hx (x). Este valor esperado pode ser estimado com base em uma amostra de tamanho ns;: 





Esta é uma expressão para o valor esperado da função 1[x| em relação a função de amostragem, 





P;= E Sora Jx es) (6.24) 


Quando a função de amostragem desloca os pontos para o domínio de falha, o resultado do somatório 
33 T[x;] será maior do que o somatório original, utilizando fx (x) como função de amostragem. No entanto, 
comparando as equações (6.24) e (6.5), percebe-se que cada ponto amostrado estará associado à um peso 
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de simulação w; < 1: 


fx (xi) 





hx (x;) 


conforme representado no detalhe da Figura (6-7). 


fiz) 
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Figura 6-7: Amostragem por importância usando o ponto de projeto. 


O sucesso da amostragem por importância está na escolha da função de amostragem hx(x). Uma 
função mal escolhida pode mesmo piorar os resultados em relação à amostragem simples. Se a função de 
amostragem é escolhida de maneira que: 


hx(e) = 146) 25 (6.26) 


então a estimativa P; na Eq. (6.24) se torna idêntica à probabilidade verdadeira, Pp, com apenas uma 
simulação sendo suficiente. Óbviamente, esta expressão não tem utilidade prática porque faz uso da 
própria P, que está sendo procurada. No entanto, ela mostra que hx(x) deve ser escolhida de maneira 
a ser proporcional à T[x;] f 5. ou seja, de maneira a ser proporcional à função de densidades conjunta 


fx(x) no domínio de falha. 





Várias estratégias são propostas na literatura para se determinar a função de amostragem: amostragem 
por importância utilizando pontos de projeto (Borgund e Bucher, 1986); amostragem adaptativa (Bucher, 
1988; Karamchandani et al., 1989); método kernel adaptativo (Ang e Ang, 1994); método do hipercone 
(Iman e Canover, 1980); simulação direcional (Bjerager, 1988; Melchers, 1992) e outras. 


Algoritmo 46 Método de Monte Carlo com amostragem por importância 


1. gerar ns; amostras x; = (x1,%92,...Xnj à partir da função de amostragem hx(x); 

2. verificar a ocorrência de falha para cada amostra, através da função indicadora I|x;]; 
3. avaliar o peso de simulação para cada ponto amostrado, a partir da Eq. (6.25); 

4. estimar média da probabilidade de falha através de (6.24); 


5. estimar variância da probabilidade de falha por: 


Var[P;| = a T E (Ibejw; — Pr) (6.27) 


1=1 
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Figura 6-8: Gráfico de convergência da P; e intervalo de confiança (i.c.) para SMC simples e com 
amostragem por importância utilizando o ponto de projeto. 


6.3.3 Amostragem por importância utilizando pontos de projeto 
Um modo de falha 


Para uma equação de estado limite, uma estratégia muito interessante é centrar a função de amostragem 
no ponto de projeto (Borgound e Bucher, 1986). Esta estratégia desloca os pontos simulados para o 
domínio de falhas, conforme a Figura (6-7). Esta vem a ser uma forma de melhorar a qualidade da 
simulação através do uso de informação adicional: as coordenadas do ponto de projeto. O ponto de 
projeto é encontrado através das técnicas descritas no Capítulo (4.3). 

Utilizando amostragem por importância nos pontos de projeto, o número ns; de amostras necessárias 
torna-se praticamente independente da ordem de grandeza da probabilidade de falha. Isto ocorre porque, 
a grosso modo, metade das amostras estará dentro e metade estará fora do domínio de falha. 

A Figura 6-8 mostra um gráfico de convergência para a simulação de Monte Carlo com amostragem 
por importância utilizando o ponto de projeto, para o problema de avaliar por SMC: P, = B(—5) para 
8 = 2. A função de amostragem utilizada é a função d(x) centrada em x = 2. A figura compara o 
resultado com o gráficode convergência obtido para amostragem simples (Figura 6-1). Observa-se que a 
convergência dos resultados utilizando amostragem por importância é muito mais rápida (menor ns;) e 
que o intervalo de confiança é muito menor para um mesmo N,;. 


Múltiplos modos de falha 


Para múltiplos modos de falha, a função de amostragem pode ser construída de forma a possuir uma 
saliência ou protuberância sobre cada ponto de projeto, sendo aproximadamente plana no resto do domínio 
conforme ilustrado na Figura (6-9). 

Para ne; equações de estado limite, a função de amostragem é obtida como: 


Nel 


hx(x) = Do pihix (x) (6.28) 


onde p; é o peso de amostragem associado ao ài — simo modo de falha. Cada saliência h;x é obtida 
transladando a função fx(x) de forma que seu ponto médio coincida com o respectivo ponto de projeto. 
Os pesos p; são determinados em função da importância de cada modo de falha. Para modos de falha em 
série, estes pesos são calculados em termos da estimativa de primeira ordem da probabilidade de falha: 


BB.) 


"SE S-) o 
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Assim, a amostragem se concentra nos pontos de projeto mais importantes. Pode-se também estab- 
elecer um limite para p; (e.g., p; > 0.1), valor abaixo do qual um ponto de projeto é desconsiderado na 
construção da função de amostragem. 

O número total de simulações ns; é dividido de forma proporcional aos pesos p;. Cada conjunto de 
pontos é amostrado segundo a componente correspondente da função de amostragem, h;x. A função 
indicadora é avaliada para falha em relação a qualquer modo de falha, independente da componente 
hi;x utilizada na geração de cada amostra. Os pesos de amostragem para cada ponto simulado são 
determinados através de (6.28) e (6.25), e as estimativas da média e variância da probabilidade de falha 
são obtidas de (6.24) e (6.27). 
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Figura 6-9: Amostragem por importância para múltiplos modos de falha. 


Exemplo 47 Amostragem por importância utilizando ponto de projeto: 


A resposta de um sistema estrutural sujeito a incertezas pode ser descrita através de uma variável 
aleatória com distribuição Normal, com parâmetros X =» N(6,1). A falha do sistema ocorre para x < 
Lerit = O. Utilizando amostragem por importância e apenas 5 simulações (números aleatórios abaixo, 
U(0,1)), devemos obter uma estimativa para a probabilidade de falha do sistema, bem como o erro da 
estimativa em relação à resposta exata do problema. 

Solução: 

A probabilidade de falha exata é dada por: 


Pp=P[X<0)=6I(0-6)/1] = 9[(0 — 6)/1] = 9.86588 - 10710 


Para esta P; e utilizando amostragem simples, seriam necessárias em torno de 10!2 simulações para obter 
um coeficiente de variação de 10% (conforme Eq. 6.7), o que é totalmente inviável. O problema pode ser 
resolvido de forma eficiente utilizando uma função de amostragem centrada no ponto de projeto, conforme 
ilustrado na Figura 6-10. O ponto de projeto é 1* = gcit = O, e portanto a função de amostragem é 
simplesmente hx (x) = d(x). A partir de 5 números aleatórios entre 0 e 1, apresentados na primeira coluna 
da Tabela abaixo, obtém-se os demais resultados apresentados na mesma Tabela. Tomando a média dos 
valores da última coluna, a resposta final é obtida como Pp = 1.16675- 10º, o que corresponde a um erro 
de 17% em relação a solução exata. É importante observar que, devido ao pequeno número de simulações, 
esta solução é fortemente dependente dos números aleatórios utilizados (coluna 1 abaixo). 


ui Xi fx (xi) hy (xi) Wi I[x;] wiI[x:;] 
0.292108 -0.547236 1.96161x 101º 0.343464 5.71124x 10710 1 5.71124x 10-10 
0.423024 -0.194163 1.85986x 107º 0.391493 4.75069x 107º 1 4.75069x 107º 
0.128721 -1.13246 3.58265x 10-12 0.210101 1.70521x 101! 1 1.70521x 101! 
0.546066 0.115729 1.20855x 10 0.39628 3.04973x 107º 0 0. 

0.283962 -0.571111 1.67726x 101º 0.338909 4.94899x 101º 1 4.94899x 101º 
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Figura 6-10: Funções de densidade original e de amostragem por importância. 


6.3.4 Amostragem por importância adaptativa 


É possível também atualizar a função de amostragem hx(x) de forma adaptativa à medida que os 
resultados da simulação vão sendo computados (Bucher, 1988; Karamchandani et al., 1989). Considerando 
a expressão (6.26), o erro estatístico da amostragem por importância será nulo se: 


hx(x) = fx(xix € Dy) (6.30) 


Seja H o conjunto de variáveis aleatórias cuja função de densidade conjunta corresponde à função de 
amostragem hx (x). Relaxando a condição (6.30) e aplicando-a apenas aos dois primeiros de H, tem-se: 


EH) - EXX€ED, (6.31) 
CovlH,H”] = Co(X,X|Xe D,] (6.32) 


A partir de simulações iniciais, calcula-se E[H] e Cov[H, H”)] e utiliza-se estes valores para construir 
a nova função de amostragem. A simulação inicial pode ser realizada nos pontos de projeto. 


6.3.5 Amostragem por hiper-cubo latino (LHS) 


Na amostragem por hiper-cubo latino (Latin Hiper-cube Sampling ou LHS), o domínio de cada variavel 
aleatória do problema é dividido em faixas (Helton e Davis, 2003; Olsson et al., 2003; Helton et al., 2005). 
Ao realizar a simulação, cada faixa é amostrada uma única vez, resultando numa distribuição esparsa dos 
pontos (Figura 3). Isto diminui bastante o número de pontos necessários para cobrir todo o domínio, e 
garante uma cobertura homogênea do mesmo. 

Seja n o número de variáveis aleatórias do problema e ns; o número de pontos da amostra. O 
espaço de amostragem torna-se n—dimensional. Uma matriz P de dimensões (ns; X n) é gerada, onde 
cada uma das n colunas é uma permutação aleatória de 1,...,n. Outra matriz R é gerada (dimensões 
Nsi XN), cujos componentes são números aleatóriamente distribuídos entre (0,1). A partir destas matrizes, 
obtém-se a matriz S (Olsson et al., 2003): 


s=1L(p-R) (6.33) 


Ni 
As amostras são geradas a partir da matriz S: 


Tij = E (eu) (6.34) 
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onde F ea é a inversa da função de probabilidade acumulada da variável X,. 

Técnicas especiais são utilizadas para eliminar a chamada correlação espúria que pode ocorrer na ma- 
triz S (Olsson et al., 2003). A amostragem por hiper-cubo latino pode ser combinada com a amostragem 
por importância, o que em geral resulta em uma redução da ordem de 50% no número de simulações 
necessárias (Olsson et al., 2003). 


6.3.6 Amostragem asintótica (asymptotic simulation) 


A amostragem asintótica faz uso de propriedades asintóticas da probabilidade de falha a medida que o 
desvio-padrão das variáveis aleatórias tende a zero, ou que a probabilidade de falha tende a zero (Maes 
et al., 1993; Bucher, 2009; Naess et al., 2009). A técnica dispensa o conhecimento do ponto de projeto 
e seu custo computacional independe das dimensões do vetor X. Pode ser combinada com simulação de 
Monte Carlo simples ou com amostragem por hiper-cubo latino. Inicialmente, introduz-se um fator f que 
é inversamente proporcional ao desvio-padrão o das variáveis aleatórias do problema: 
! 6.35 
[=> (6.35) 


Sabe-se que o índice de confiabilidade 5 torna-se linearmente proporcional ao fator f, a medida que 
aumenta a dimensão do vetor X e o próprio índice de confiabilidade (Bucher, 2009). Portanto, pode-se 
aproximar a relação funcional entre 8 e o como (Bucher, 2009): 


B 
B=Af+-— (6.36) 
EA 
onde 4 e B são constantes a determinar. Estas constantes podem ser determinadas usando técnicas 
convencionais de ajuste (minimos quadrados, por exemplo), a partir da avaliação de duplas (8, f). Para 
problemas multi-dimensionais com diferentes valores de o, pode-se escrever: 


sim 
o; Ff (6.37) 
onde o; é o desvio-padrão da i-ésima variável aleatória e og” é o desvio padrão utilizado na simulação. 
Desta forma, f = 1 representa o problema original e para f < 1 aumenta-se a probabilidade de falha, 
e portanto o numero de simulações ny no domínio de falha. Portanto, pode-se obter duplas (5, f) com 
pequeno número de simulações fazendo f < 1. 

Em resumo, para resolver um problema de simulação utilizando amostragem asimtótica, escolhe- 
se um valor inicial fo para f (e.g., fo = 1) e um valor ny que corresponde ao número requerido de 
pontos no domínio de falha, para se obter boa precisão no 8 calculado (e.g., no = 10). Realiza-se a 
simulação com número de amostras n e verifica-se se o número requerido de falhas foi obtido (ny > no). 
Caso negativo, diminue-se f, caso positivo, anota-se o valor da dupla (8, f). Repete-se o procedimento 
reduzindo novamente f, até obter o número de duplas necessárias para o ajuste. O resultado final é 
obtido extrapolando-se a Eq. (6.36) para f = 1. 


6.3.7 Amostragem por sub-conjunto (subset simulation) 


A idéia fundamental da amostragem por sub-conjuntos (subset simulation) é substituir o cálculo de uma 
probabilidade de falha muito pequena, de elevado custo computacional, por uma sequencia ou produto de 
probabilidades de falha condicionais (Au e Beck, 2001; Au et al., 2007). Através de escolha apropriada, 
a probabilidade de falha dos eventos condicionais, intermediários, pode ser calculada com um número 
reduzido de simulações. Para calcular as probabilidades dos eventos condicionais, utiliza-se cadeias de 
Markov e o algoritmo de Metropolis. 

Seja E o evento falha, cuja probabilidade se deseja calcular: 


PIE =P[X e Dj = | Jx(x)dx = | Illixtojds (6.38) 


Seja uma segiência decrescente de eventos E; tal que E D ED ...D Em = E, de forma que: 


Ep=n,E, k=1,.om (6.39) 
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Como exemplo, para um sistema simples do tipo capacidade-demanda (g(x) = C — D), a segtiência 
de eventos condicionais poderia ser obtida como: 


P[E])=C-Di; comDi>D,>..>Dn=D 
A partir da definição de probabilidades condicionais, pode-se mostrar que: 
Pç = PIE] = Pio, Bi] = PIECE, PIE E] 


Para obter o primeiro termo, P[E1], utiliza-se diretamente a Eq. (6.38). Para obter as probabilidades 
condicionais, P[E;|E; 1] pode-se, a princípio, utilizar simulação de Monte Carlo simples, desde que os 
pontos sejam simulados de acordo com o evento condicionante: 


fx (x) Le, (x) 
E;) = 
fx(dE) = 
No entanto, esta técnica não é eficiente, em função do elevado número de pontos necessários para avaliar 
as probabilidades P[E;] decrescentes. No entanto, pode-se utilizar simulação por cadeias de Markov e o 
algoritmo de Metropolis (Au e Beck, 2001; Au et al., 2007). 


À técnica de amostragem por sub-conjunto também tem sido utilizada com eficiência para resolver 
problemas de otimização na presença de incertezas (Taflanidis e Beck, 2008 e 2009). 


6.4 META-MODELOS 


As técnicas de amostragem inteligente são capazes de reduzir drásticamente o número de simulações 
necessárias no método de Monte Carlo. No entanto, mesmo utilizando estas técnicas ainda é necessário 
avaliar a equação de estado limite centenas ou milhares de vezes. Portanto, a solução via simulação 
de Monte Carlo ainda pode ser inviável para resolver, diretamente, problemas com equações de estado 
limites numéricas envolvendo: grande número de graus de liberdade; resposta dinâmica; resposta não- 
linear; problemas de otimização na presença de incertezas. Para resolver este tipo de problema, pode-se 
utilizar os chamados meta-modelos. 

O nome meta-modelo (meta-model ou surrogate model) se aplica a qualquer representação analítica 
usada para aproximar a resposta de um modelo computacional (numérico) mais complexo. Meta-modelos 
servem para representar, de forma aproximada, o comportamento ou a resposta de um modelo computa- 
cional M, tal que: 

y = M(x) 


Em problemas de mecânica, M é um modelo de elementos finitos (EF). Em problemas de confiabili- 
dade estrutural, M é a equação de estado limite, que pode conter implicitamente um modelo de EF. Em 
problemas de otimização estrutural sob incertezas, M pode ser qualquer um dos anteriores ou a função 
objetivo. A idéia de utilizar meta-modelos é substituir o modelo original M, cuja avaliação pode levar 
horas ou dias de tempo de processamento, por um modelo simplificado (surrogate) cuja solução seja mais 
rápida. 

As primeiras aplicações de meta-modelos a problemas de confiabilidade estrutural envolviam super- 
fícies de resposta polinomiais. Neste contexto, os métodos originais eram chamados de métodos de 
superfície de resposta ou Response Surface Methods - RSM. Atualmente, com a aplicação a diferentes 
áreas e com o desenvolvimento de técnicas modernas passou-se a utilizar o termo meta-modelos. Dentre as 
técnicas de meta-modelagem modernas destacam-se as redes neurais artificiais, a expansão em polinomios 
de caos, mínimos quadrados móveis e a modelagem por processo Gaussiano ou krigagem. 


6.4.1 Superfícies de resposta polinomiais 


O método das superfícies de resposta consiste em aproximar a equação de estado limite numérica g(x) 
por uma expressão polinomial aproximada g(x). Esta expressão aproximada pode ser utilizada com os 
mais diversos fins, inclusive para a avaliação de probabilidades de falha. A aproximação polinômica pode 
ser utilizada na realização de simulações de Monte Carlo simples ou com amostragem por importância, 
com a vantagem de cada avaliação de g(x) ser muito mais rápida do que avaliações de g(x). 
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Uma superfície de resposta polinomial quadrática pode ser obtida como: 


n n n n 
g(x) Bad g(x) = G9 + >» Gi; + >» Qi;? + >» >» CijDi (6.40) 
i=1 i=1 i=1 j=1 
fi 
onde A = (ao, Qi, ii, Qi;jy São OS coeficientes a determinar, sendo que os índices (i, j) variam de acordo 
com a Eg. (6.40). Estes coeficientes correspondem aos termos constante, lineares, quadráticos e cruzados, 
respectivamente. 

Para determinar o vetor de coeficientes A, a equação de estado limite original g(x) deve ser avaliada 
em determinado número de pontos np. Uma vez determinados estes pontos, os valores exatos g(x*) 
são avaliados. Os coeficientes A são então determinados através do método dos mínimos quadrados, 
minimizando-se a seguinte função erro em relação ao valor dos coeficientes A: 


Np n á 
ErrolA] = õ, (g(x") — g(x*)) (6.41) 
k=1 
Reescrevendo a Eq. (6.40) na forma: 
dx) = (lzuzi, mem; - (00, Qu, Qi) 
= V7(x).A 
o problema de mínimos quadrados fica: 
A = argmin (g(x*) — VT (x*) - Ay 
k=1 
A solução deste problema é dada por (Faravelli, 1989): 
A=(Q".Q)!.Q”.B (6.42) 


onde Q é a matriz cujas colunas são formadas pelos vetores V(x*) e B é o vetor de componentes 
k 
B = tg(x tica . 
Diferentes superfícies de resposta descritas na literatura diferem em termos da expressão polinomial 
utilizada (Eg. 6.40 com ou sem termos cruzados) e em termos da metodologia de seleção dos pontos de 
ajuste (análise de experimento). Para resolver a Eq. (6.42), é necessário que: 


1. o número de pontos np seja maior ou igual ao número de constantes a determinar; 


2. os pontos de ajuste sejam escolhidos de maneira consistente, i.e., de forma a resultar em um sistema 
de equações independentes, o que torna Q” . Q inversível. 


Planos de experiência 


A construção de superfícies de resposta exige a definição de pontos onde a resposta numérica é avaliada. 
Um plano de experiência (experimental plan) é uma maneira sistemática e pré-definida de selecionar os 
pontos onde a resposta numérica é avaliada (Montgomery, 1997). Diferentes planos de experiência são 
apresentados na literatura. A Figura 6-11 ilustra os planos estrela (star), hiper-cubo, mínimo, composto, 
13 pontos e 8 pontos. O ponto em torno do qual o plano de experiência é construído é chamado de 
ponto central. Além da forma, a distância entre os pontos do plano de experiência também é relevante. 
Na próxima seção, são discutidos aspectos relacionados à posição do ponto central e à distância entre os 
pontos do plano de experiência. 


Aplicação de superfícies de resposta polinomiais a problemas de confiabilidade estrutural 


Nesta seção, apresentamos um histórico da evolução do emprego de superfícies de resposta à solução de 
problemas de confiabilidade estrutural. 

Uma superfície de resposta polinomial representa a resposta estrutural com precisão apenas em uma 
vizinhança do ponto central. Isto representa uma dificuldade adicional ao se aplicar superfícies de resposta 
na solução de problemas de confiabilidade estrutural, já que nestes problemas uma boa representação deve 
ser obtida junto ao ponto mais provável de falha ou ponto de projeto. 
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Figura 6-11: Planos de experiência para construção de superfícies de resposta. 


Bucher e Borgund (1990) sugeriram o emprego de uma superfície quadrática sem termos cruzados, 
e introduziram um esquema simples onde o ponto central é localizado “próximo” ao ponto de projeto, 
localizando-o a uma distância apropriada da média: 





onde |; e o; são a média e o desvio-padrão, respectivamente, da variável aleatória X;. O sinal + é definido 
da seguinte forma: para variáveis de resistência, utiliza-se o sinal — , para variáveis de solicitação utiliza-se 
o sinal +. Os autores sujerem o valor de k; = 3, que seria típico de problemas de confiabilidade estrutural. 
Após a construção de uma primeira superfície de resposta, o ponto central é atualizado uma única vez 
por projeção e uma nova superfície de resposta é construída. Gomes e Awruch (2004) observaram que o 
esquema é apropriado para problemas de confiabilidade simples e analíticos. No entanto, Rajashekhar e 
Ellingwood (1993) observaram que uma única atualização da superfície de resposta e a desconsideração 
dos termos cruzados leva a uma perda de precisão para outros problemas. Os autores sugeriram o emprego 
de superfícies de resposta adaptativas, que são reconstruídas a medida que se busca o ponto de projeto. 
Um esquema progressivo foi proposto, onde o ponto central do plano de experiência segue a busca pelo 
ponto de projeto, e onde o fator k; é reduzido progressivamente de k; = 2 para k; = 1. Esta adaptividade é 
conveniente, no sentido que k; = 2 resulta em uma cobertura maior do espaço de projeto, e a convergência 
para o ponto de projeto, junto com a redução para k; = 1, resulta em uma precisão maior na vizinhança 
do ponto de projeto. Esquemas adaptativos tem sido empregados desde então por um grande número 
de autores (Enevoldsen et al., 1994; Liu e Moses, 1994; Soares et al., 2002; Gayton et al., 2003, entre 
outros). No entanto, esquemas adaptativos tem um custo computacional significativo, que pode mesmo 
inviabilizar o emprego de superfícies de resposta (Leonel et al., 2011). 





Rajashekhar e Ellingwood (1993) também propuseram um esquema especializado para selecionar os 
pontos do plano de experiência, incluindo informação sobre as distribuições de probabilidade e con- 
siderando extremos das variáveis aleatórias envolvidas. Esquemas especializados para seleção adaptativa 
dos pontos do plano de experiência também foram propostos por outros autores (Kim e Na, 1997; Zheng 
e Das, 2000). O objetivo destes esquemas é aumentar a eficiência das soluções adaptativas. 

Guan e Melchers (2001) endereçaram a questão da localização dos pontos do plano experimental do 
ponto de vista da precisão. Os autores mostraram que a localização dos pontos do plano de experiência 
afeta diretamente as probabilidade de falha calculadas. Mais preocupante é o fato, mostrado pelos autores, 
que pequenas mudanças no k; podem levar a grande instabilidade das probabilidades de falha calculadas. 
Estas instabilidades se originam na transformação necessária para resolver problemas envolvendo variáveis 
não-Gaussianas correlacionadas, e no fato desta transformação ser válida em apenas um ponto do domínio 
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(o ponto de projeto, ao final do processo iterativo). Em nossa interpretação dos resultados de Guan e 
Melchers (2001), a dependencia das probabilidades de falha calculadas com a localização dos pontos do 
plano de experiência pode ser minimizada, se não eliminada, ao colocar o ponto central sobre o ponto de 
projeto, e ao se utilizar valores mais moderados para o fator k; (digamos, 0.1 < k; < 0.5). Considerando 
os resusltados apresentados por Guan e Melchers (2001), conclui-se que um esquema adaptativo, tal 
como proposto por Rajashekhar e Ellingwood (1993), é necessário para a solução precisa de problemas 
de confiabilidade estrutural utilizando superfícies de resposta polinomiais. 

A necessidade de uma construção adaptativa e iterativa das superfícies de resposta, no entanto, 
compromete a eficiência do método, conforme mostrado por Leonel et al. (2011). Os autores comparam 
diversos esquemas de construção adaptativa das superfícies de resposta com o chamado método de acopla- 
mento direto (direct coupling). O método de acoplamento direto (Sudret e Der Kiureghian, 2000) consiste 
na busca pelo ponto de projeto utilizando diretamente a resposta numérica para avaliar a função de estado 
limite e os seus gradientes. Utilizado como exemplo alguns problemas de mecânica da fratura, Leonel et 
al. (2011) mostram que o acoplamento direto é muito mais eficiente do que a solução empregando super- 
fícies de resposta adaptativas. Os autores mostram ainda que, uma vez encontrado(s) o(s) ponto(s) de 
projeto, pode-se construir superfícies de resposta definitivas em torno destes, a um custo computacional 
que é uma fração do custo computacional da solução via superfícies de resposta adaptativas. 

Outros esquemas especializados foram desenvolvidos para evitar a construção adaptativa de superfícies 
de resposta (Gupta e Manohar, 2004; Gavin e Yau, 2008). Estes esquemas envolvem superfícies de alta 
ordem, que buscam representar a resposta da estrutura em todo o domínio (ajuste global). Claramente, 
existe um custo computacional elevado na construção deste tipo de superfície de resposta, e não há como 
garantir que se obtenha boa precisão em qualquer problema. 


Estratégias de utilização de superfícies de resposta 


Nesta seção, consideramos diferentes estrategias de solução de problemas de confiabilidade estrutural 
utilizando superfícies de resposta. Um estudo comparativo de diferentes estratégias adaptativas de con- 
strução de superfícies de resposta é apresentado em Leonel et al. (2011). 


Superfícies construídas em torno do ponto médio A princípio, superfícies de resposta podem ser 
construídas em torno do ponto médio, mesmo que este não pertença à superfície de falha original do 
problema. No entanto, deve-se levar em conta que o erro na aproximação da superfície de falha original 
pela expressão polinômica (eq. 6.41) será mínimo nas vizinhanças do ponto médio, mas será grande na 
região importante do domínio de falha, que é a região em torno do ponto de projeto. Isto significa que 
os erros na avaliação de probabilidades de falha serão grandes, independentemente do método de solução 
empregado (FORM, SORM ou simulação de Monte Carlo). 

Outra estratégia que pode resultar em grandes erros é a utilização de uma única superfície de resposta 
para representar um domínio de falhas composto por diversos modos de falha (em série, paralelo ou com- 
binações). Neste caso, a composição dos modos de falha pode dar origem a cantos vivos, que dificilmente 
são representados pela superfície de resposta. 


Superfícies adaptativas para busca de pontos de projeto Superfícies de resposta podem ser 
construídas de forma adaptativa a fim de se encontrar os pontos de projeto. Ao considerar esta estratégia, 
deve-se levar em conta que a construção de uma superfície quadrática completa (conforme Eq. 6.40) exige 
um mínimo de n, > (n? +n+1) pontos. Desprezando os termos cruzados, np > (2n +11) pontos se fazem 
necessários. Em contrapartida, a avaliação do gradiente da equação de estado limites exata, Vg(x), 
por diferenças finitas uni-laterais requer apenas np = (n + 1) pontos. Isto significa que, na busca pelo 
ponto de projeto, é mais barato calcular o gradiente e determinar o próximo ponto diretamente a partir 
da equação de estado limite exata, do que construir uma superfície de resposta. Portanto, o uso de 
superfícies adaptativas para busca de pontos de projeto deve ser considerado com cautela. 


Superfícies construídas em torno dos pontos de projeto Uma estratégia interessante é a con- 
strução de uma superfície de resposta centrada em cada ponto de projeto. Nesta estratégia, uma superfície 
de resposta é utilizada para cada equação de estado limite que compõe o domínio de falha. O erro de 
aproximação pelas superfícies de resposta é minimizado em relação à região importante de cada parcela 
do domínio de falhas. 

Esta estratégia pode ser associada com a simulação de Monte Carlo com amostragem por importância 
nos pontos de projeto. Utilizando superfícies de resposta quadráticas com termos cruzados, esta solução 
tem o mesmo custo de uma solução via SORM para cada modo de falha. No entanto, permite uma 
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avaliação muito mais precisa das probabilidades para domínios de falhas compostos, sejam eles em série, 
paralelo ou misto, em comparação com os limites bi-modais linearizados. 


6.4.2 Técnicas modernas de meta-modelagem 


As técnicas de superfície de resposta apresentadas na Seção 6.4 representam apenas a ponta do iceberg 
no que se refere ao atual estado da arte em termos de técnicas de meta-modelagem. Superfícies de 
resposta polinomiais servem para descrever localmente modelos suaves e bem comportados. Meta-modelos 
construídos a partir de redes neurais artificiais, expansões em polinômios de caos ou através de krigagem, 
podem descrever globalmente modelos mais complexos, inclusive envolvendo grandes não-linearidades e 
descontinuidades. Revisões da literatura podem ser encontradas cobrindo aplicação de meta-modelos a 
problemas de confiabilidade estrutural (Sudret, 2012) e otimização estrutural (Nikolos, 2011). 


Redes Neurais Artificiais 


Redes neurais artificiais ou Artificial Neural Networks (ANN) são modelos computacionais construídos 
com base em uma analogia simplificada do comportamento do cérebro humano (Hecht-Nielsen, 1989). 
A informação é processada por pequenas unidades de processamento (os neurônios), que se comunicam 
através de conexões balanceadas (sinapses). 

Diferentes redes neurais são construídas ao se escolher diferentes números de camadas de neurônios, 
bem como o número e o tipo de neurônio em cada camada. Dado um conjunto de dados de entrada 
e saída, a rede é treinada: o peso de cada conexão entre neurônios é ajustado de forma a que a rede 
represente, da melhor maneira possível, o conjunto de dados de entrada e saída. Cada iteração neste 
processo de treinamento é chamado de época. Portanto, a partir de um treinamento inicial, os pesos de 
cada sinapse são armazenados e a rede se torna capaz de prever a resposta para outros pontos de entrada 
não presentes no conjunto de treinamento. 

É comum separar o conjunto de dados de entrada e saída em dois grupos: grupo de treinamento 
e de validação. O processo de validação consiste em verificar o erro da rede utilizando os pontos de 
validação, i.e., computando a resposta da rede para pontos que não foram utilizados no treinamento e 
comparando com a resposta correta. À validação é feita entre épocas, de forma a interromper o processo 
de treinamento se o erro aumentar devido ao chamado overfitting. Separar os dados em um conjunto de 
treinamento e outro de validação reduz a quantidade de informação disponível para treinar a rede, mas 
ajuda a evitar problemas de overfitting. É comum utilizar 10% do conjunto de dados como dados de 
validação, sempre escolhidos de forma aleatória. Alguns dados de entrada e saída podem ser separados 
para servir como dados de teste, de forma a verificar a capacidade de previsão da rede ao final das épocas 
de treinamento. Alternativamente, o treinamento da rede pode ser feito de forma interativa durante a 
solução do problema. 

Dois tipos de ANN são descritos brevemente nesta seção: Multi-layer Perceptron ou MLP (Hertz et 
al., 1991:) e Radial Basis Function ou RBF (Wang et al., 2004; Beale et al., 2011). Em geral, redes 
MLP são melhores para representar a resposta global do modelo, enquanto redes RBF geram melhores 
aproximações locais. O objetivo desta seção é dar uma noção ao leitor do que são redes neurais artificiais. 
Maiores detalhes podem ser obtidos em Haykin (1996 e 1999). 


Rede neural artificial tipo Multi-Layer Perceptron Redes neurais tipo Multi-Layer Perceptron 
(MLP) são redes feed-forward, construídas com uma camada de entrada (um neurônio para cada parâmetro 
de entrada), uma camada de saída (um neurônio para cada parâmetro de saída) e um número arbitrário 
de camadas intermediárias (ocultas). Já foi provado (Hornik et al., 1990) que redes neurais feed-forward 
com apenas uma camada intermediária são capazes de representar qualquer função e suas derivadas, 
através de uma escolha apropriada de funções de ativação e do número de neurônios em cada camada. 
Na representação que segue, apenas uma camada intermediária é considerada. 

O tipo de neurônio em cada camada é definido pelas funções de ativação utilizadas. No exemplo 
aqui descrito, funções de ativação lineares são utilizadas para os neurônios de entrada e saída, e funções 
tangente-sigmoide são utilizadas para a camada intermediária. Em redes feed-forward, os dados são 
transmitidos da camada de entrada para a camada de saída. Os dados são inicialmente processados pelos 
neurons da camada de entrada. Cada neurônio da camada de entrada recebe um elemento do vetor de 
entrada e transmite um impulso para cada neurônio da próxima camada. Como as funções de ativação 
da camada de entrada são lineares, os dados de entrada são simplesmente repassados para os neurônios 
da camada intermediária. Nesta passagem, cada valor é multiplicado por um peso, que caracteriza a 
conexão entre os neurônios de diferentes camadas. Portanto, uma soma ponderada de valores é repassada 
aos neurônios da camada intermediária. Um fator de bias é adicionado à soma ponderada, o que permite 
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que um neurônio seja ativado mesmo quando um valor nulo é passado para ele. O valor resultante é 
processado pela função de ativação dos neurônios da camada intermediária, resultando em um valor 
entre —1 e +1 (caso da função tangente-sigmoide), que é repassado aos neurônios da camada de saída. 
Os neurônios da camada de saída adicionam o seu próprio valor de bias à soma ponderada recebida, e 
entregam na saída um valor processado para cada dado de entrada recebido pela rede. Os pesos que 
caracterizam a conexão entre os neurônios e os fatores de bias são determinados no treinamento da rede. 

Seja wi?) o peso entre o neurônio à da camada k e o neurônio j da camada k — 1, [4 o fator de bias 
do neurônio à da camada k, e y*P um vetor de dados de entrada. Neste caso, a saída de uma rede MLP 
de três camadas com ny neurônios na k-ésima camada é: 


yet = 604502 (08 -tancig (60 + 5 (ul -950))) (6.44) 


rede e tansig() é a função tangente sigmoide. 


onde y 


Rede neural artificial tipo Radial Basis Function Redes neurais do tipo Radial Basis Function 
(RBF) sempre são compostas por três camadas de neurônios (Poggio e Girosi, 1990): camada de entrada, 
intermediária e de saída. Redes RBF também são do tipo feed-forward: a informação é transmitida dos 
neurônios da camada de entrada para os neurônios das camadas seguintes, até a saída. Nas redes RBF, as 
funções de ativação dos neurônios da camada intermediária são do tipo base radial, enquanto as funções 
das demais camadas são lineares. À função de ativação Gaussiana é adotada com frequencia na literatura. 
O número de neurônios das camadas de entrada e saída corresponde às dimensões dos vetores de entrada 
e saída, respectivamente. O número de neurônios da camada intermediária é arbitrário. 

Seja us ) o peso entre o neurônio 1 da camada 3 e o neurônio à da camada 2, cc; e o; o valor central 
e o desvio-padrão do i—ésimo neurônio da camada intermediária e y*? um vetor de dados de entrada. 
Neste caso, a saída de uma rede tipo RBF com ny neurônios na k—ésima camada é: 


rede 3 tia 3 1 ex 2 
yrede = 9 4 a (ui? * exp (-= (9? — cei) ) (6.45) 


3 . Bjus x : 
onde cc; e o;, assim como os pesos ws? e bias of ) são os parâmetros da rede a ser determinados durante 


o treinamento. 


Expansão em polinomios de caos 


Modelagem por processo Gaussiano ou krigagem 
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Capítulo 7 


TEORIA DE PROBABILIDADES: 
PROCESSOS ESTOCÁSTICOS 


7.1 DEFINIÇÕES 


7.1.1 Processo estocástico como família de funções 


Definição 48 em um determinado experimento, atribui-se a cada ponto amostral w do espaço amostral 
OQ uma função do tempo x(w,t). A família de funções X(w,t) assim criada é chamada de processo 
estocástico. 


Note-se que: 


1. 


2. 


a função x (w,t) pode ser real ou complexa; 


neste material consideramos apenas funções reais; neste contexto um processo estocástico é um 
operador que leva de 9 para o espaço de funções finitas e reais, exemplo: NO — L?; 


a variável t representa o tempo ou qualquer outro parâmetro contínuo onde o processo estocástico 
se desenvolve; 


a função x(w,t) pode ser uma função analítica explicita ou não; 


em muitos processos estocásticos, as funções x(w,t) tem aspecto aleatório e expressão analítica 
desconhecida; ainda assim a definição é válida; 


. para cada realização w fixa, v(w,t) = v(t) é uma função do tempo; 
. em um ponto t fixo, X(w,t) = X(w) é uma variável aleatória; 


. para w e t fixos, a(w,t) = x é um número real. 


Notação 


Neste e nos demais capítulos, utilizamos a seguinte notação: 





Situação Notação Resultado 
wetvariáveis X(w,t)ou X(t) processo estocástico 
w variável, t fixo X(w) ou X variável aleatória 
w fixo, t variável  a(w,t) ou x(t) função do tempo 
w fixo, t fixo a(w,t) ou x número real 





Note-se que a dependência com o resultado experimental w é frequentemente omitida. Em concordân- 
cia com a notação utilizada para variáveis aleatórias, uma letra minúscula representa uma realização da 
variável aleatória ou processo estocástico. Assim, a função x(t) representa uma realização do processo 
estocástico X(t). O número real x pode ser entendido como a função a(t) avaliada em t (x(t) = x) ou 
como uma realização da variável aleatória X(w,t) para dado w (a(w,t) = x). 
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Exemplos: 


Exemplo 49 Para um espaço amostral Q formado pelo conjunto de pontos amostrais Q = (wifi=1,...6 
= (1,2,3,4,5,6! as funções: 


Xi(w,t) = coswt] 
Xo(w,t) = cos[t+uw] 
Xs(w,t) = wcosft] 


representam 3 processos estocásticos distintos. Para cada realização w;, a variação temporal destes proces- 
sos é determinística (conhecida com probabilidade um); por isto estes processos são chamados de processos 
estocásticos parametrizados. 


Exemplo 50 Considere agora 3 experimentos com espaços amostrais O, Q5 e 23 e conjuntos de pontos 
amostrais M = (wiki=a,...5 = (1, 2,3,4, 5); Os = [Upi= Tás = 10,7,27) e Qs = luiti=i2s = (1, 2,3>. 
As funções: 


Xilw,t) = cos[wt] 
Xo(w,v,t) = cos[wt+v] 
Xs(w,v,u,t) = ucos[wt +v] 


representam 3 processos estocásticos parametrizados distintos. O número de graus de aleatoriedade dos 
3 processos é distinto: é fácil perceber que o processo X1(w,t) tem grau de aleatoriedade um; o processo 
Xo(w,v,t) tem grau de aleatoriedade dois e o processo Xs(w,v,u,t) tem grau de aleatoriedade três. O 
grau de aleatoriedade corresponde ao número de parâmetros que devem ser conhecidos para que a variação 
do processo no tempo se torne perfeitamente conhecida ou determinística. 


Exemplo 51 Associando números reais aos pontos amostrais dos experimentos caracterizados no exem- 
plo anterior, obtemos 3 variáveis aleatórias: W, V eU. E claro que os três processos estocásticos podem 
ser definidos em termos destas variáveis aleatórias: 


Xd(Wt) = cosWt] 
Xd(W,Vt) = cosWt+V] 
Xd(W,V, Ut) = UcosWt+V] 


Neste exemplo fica claro que podemos entender um processo estocástico como uma função de variáveis 
aleatórias. 


7.1.2 Funções de distribuição de probabilidades 


Para um tempo t específico, X(w,t) é uma variável aleatória. A função de distribuição cumulativa de 
probabilidades desta variável, em geral, depende de t : 


Fi(x,t) = PEX(w,t) <a)] (7.1) 


O evento (X(w,t) < x) consiste em todas as realizações w tais que, no instante t, as funções x(t) não 
excedem o valor x. À função Fi(x,t) é chamada de distribuição cumulativa de primeira ordem do processo 
X(t). A função densidade de primeira ordem é obtida derivando-se em relação a q : 


9Fi(x,t) 


fi(a,t) = dE 


(7.2) 


Considere agora dois instantes de tempo ty eta. X(t1) e X(to) são duas v.a. dependentes de t; e ta. 
A função conjunta de distribuição cumulativa de probabilidades depende também de t; e to: 


Fo(x, xo; ta, to) =— PHX(t) < q1, X(to) < g2H (7.3) 


O evento (X(ti) < x1, X(to) < x2+ consiste em todas as realizações w; tais que as funções x(w; t) não 
excedem o valor x, no instante t; e não excedem o valor x» no instante t,. A função Fo(xy, xa; ty,to) é 
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chamada de distribuição cumulativa de segunda ordem do processo X(t). A função de densidade corre- 
spondente é obtida derivando-se em relação à xy e xo: 


— Fay, xoti,to) 


falas, va;ti,to) = dx,00, (7.4) 





7.1.3 Processo estocástico como família de variáveis aleat órias 


Processo estocástico: para cada t fixo, o processo estocástico X(t) é uma variável aleatória. Para um 
conjunto finito de pontos (ti, t>,t3,...,tny O conjunto de variáveis aleatórias (X (ti), X(t2), X(ts), ..., 
X(tn)+ tem uma função conjunta de distribuição cumulativa de probabilidades: 


Eri vs Tnitita; cesto) E PHX(t) ES v1, X(to) e Ta; ss AM) & Tn) 


Esta é a função de distribuição cumulativa de probabilidades de ordem n do processo X(t). A família de 
funções: 


Fi (et) 
Fox, xo; ti,to) 


Fala, xo, Xniti,to, estn) (7.5) 


define completamente o processo X(t). Logo, podemos definir o processo X(t) como: 


Definição 52 Um processo estocástico X(t) é formado por uma família de variáveis aleatórias (de di- 
mensão infinita) ao longo do contínuo t. 


7.2 PROPRIEDADES DE PROCESSOS ESTOCÁSTICOS 


7.2.1 Momentos de um processo estocástico 
A média it) de um processo estocástico X(t) é o valor esperado da v.a. X(t) para t fixo: 

no) = Elo) = [afiado (7.6) 
Em geral, u(t) é uma função do tempo. Generalizando este resultado, o momento de ordem k do processo 


X(t) é dado por: 


(o) = EIXO = [ atfi(osejda (1.7) 


A função de auto-correlação de um processo X(t) corresponde ao momento conjunto das v.a.s X(t1) 
e X(to) a 
Rxx (tita) = EX (ty) X(to)] - [ A TiXo folri, To;tr, to)dardao (7.8) 


Em geral, a função de auto-correlação é função de ty e to. A função de auto-covariância de X(t) corre- 
sponde à covariância das v.a.s X (tj) e X(to): 


Cxxltito) = EM(X(t) — u(ti))(X(ta) — uulto)] 
= Rxx(tito) — ulti)ulto) (7.9) 


Note que a variância da v.a. X(t) é obtida da função de auto-covariância fazendo ty = to =t: 
o(t)2 — Cex(tt) = Rxx(t,t) — ul(t)? (7.10) 
Pode-se ainda definir uma função índice de auto-correlação: 


EUX (ta) — ut) X (to) — uu(to)] 


ot) (7.11) 


plti, to) — 
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7.2.2 Momentos de dois processos estocásticos 


Considere os processos estocásticos X(t) e Y(t). A função de correlação-cruzada é definida como: 


Rxy (tita) = EX (ty)Y (to)] Er Hi vyfxy (x,y; tr, to)dedy (7.12) 
A função de covariância-cruzada é: 


Cxyltito) = E(X(h) — ux(ti)(Y (to) — uy(to)] 
= Rxy(tto) — ux(ti)uylto) (7.13) 


Esta função corresponde à covariância entre as v.a. X(ti) e Y(to). Pode-se ainda definir uma função 
índice de correlação-cruzada: 


EX (ta) — px (t))(Y (to) — uy (to)] 
ox(ti)oy (ta) 





pxy (tita) = 


7.2.3 Ortogonalidade e independência 


Dois processos estocásticos X(t) e Y(t) tem correlação (dependência linear) nula quando, para quaisquer 
ty eta: 
Cxy(ta, to) =0 (7.14) 


e portanto: 
Rxy (tita) = ux(ti)uy (to) 


Os mesmos processos são ditos ortogonais quando, para quaisquer ty eta: 


Rxv(ta,to)=0 (7.15) 


Os processos X(t) e Y(t) são ditos independentes quando o conjunto (X(ti), X(to), ..., X(tn)) é 
independente do conjunto (Y (1), Y (t5), ..., Y (t,)+ para quaisquer (ti, to, ..tnre tt, st. 


7.2.4 Processo Gaussiano 


Um processo estocástico X(t) é dito normal ou Gaussiano quando as v.a. (X(ti), X(t>), ..., X(tn)) são 
conjuntamente normais para quaisquer (n, ti, t2,...,tny. Note que não é suficiente que a função de densi- 
dade de primeira ordem fi(x,t) seja normal: as densidades de qualquer ordem devem ser conjuntamente 
normais. Ás estatísticas de um processo normal ou Gaussiano são completamente definidas em termos 
da média pt) e da função de auto-correlação Rxx(t1,t>) ou auto-covariância Cx x (ty, ta). A função de 
densidade de primeira ordem de um processo Gaussiano é dada por: 


7.2.5 Estacionariedade 


Definição 53 Um processo X(t) é dito estacionário quando as suas estatísticas não mudam em relação 
a uma translação no tempo, i.€., os processos X(t) e X(t+e) tem as mesmas estatísticas para qualquer 
e. 


Processo estritamente estacionário 
Um processo estritamente estacionário é tal que, para qualquer e : 
falar, xo, es Unitisto, e stn) = fnlti,ão, o, Uniti Festote,..stnte) (7.17) 
Em particular, se um processo X(t) é estritamente estacionário: 
file,t)= f(e,t+He) Ve 
Isto significa que fi(ax,t) deve ser independente do tempo: 


fi(ae,t) = f(x) 
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Como consequência, resulta da equação (7.6) que a média deve ser também constante: 
E(X(t)] = u = cte. (7.18) 
A densidade de segunda ordem também deve ser tal que: 
folmr, vo;ti,to) = falmi, xo;ty Hesto de) 


Como a igualdade deve ser válida para qualquer £, resulta que a densidade de segunda ordem é função 
da diferença to) — ty =T: 
folmi,Zo;tita) = fo(xi,mo,T), T=ta-t 


A função fo(x1,42,7) vem a ser a função de densidade conjunta das v.a.s X(t) e X(t+7). Da equação 
(7.8) conclue-se que a função de autocorrelação depende também de 7 : 


Rxx(tá;to) E Rxx(7) — EIX()X(t+7)] = Rxx(—7) (7.19) 


De maneira semelhante, dizemos que os processos X(t) e Y(t) são conjuntamente estacionários se as 
estatísticas conjuntas de X(t) e Y(t) são idênticas às estatísticas conjuntas de X(t+ ce) eY(t+e), para 
qualquer c. Note que os processos podem ser individualmente estacionários, mas não necessáriamente 
conjuntamente estacionários. Se X(t) e Y(t) são conjuntamente estacionários: 


Rxy (tato) — Rxy(T) = EX (Yi + T)] 


Processo fracamente estacionário 


Um processo X(t) é dito fracamente estacionário quando seu valor médio é constante e quando a função 
de auto-correlação depende apenas de Tr = ta — ty: 


E(X(t)] = u=cte. 
EX()X(t+7T] = Rxx(7) (7.20) 


ainda que não atenda à condição inposta na equação (7.17). 

Para processos Gaussianos, estacionariedade fraca corresponde à estacionariedade estrita. Para outros 
processos, não. 
7.2.6 Função de auto-correlação 


Na equação (7.8), definimos a função de auto-correlação. Nesta seção, elaboramos este conceito e intro- 
duzimos a função de densidade espectral de processos estocásticos estacionários. São propriedades da 
função de auto-correlação (equação 7.8): 


1. Se X(t) é real, Rxx(7) é reale par: Rxx(7) = Rxx(—7); 
2. Rxx(0) = E[X(t)*] > 0, o que leva a: 


—Rxx(0) < Rxx(T) < Rxx(0) 


3. se Rxx(7) é contínua na origem, é contínua em 7; 


4. Rxx(T) é não-negativa. 


7.2.7 | Função densidade espectral de potência 


A função de densidade espectral de potência S(w) ou Sx(w) de um processo estocástico estacionário 
X(t) é a transformada de Fourier da função de auto-correlação: 


S(w) = o Rxx(T)e “dr 


S(w) é uma função real. A função de auto-correlação pode ser obtida da função de densidade espectral 
pela transformada inversa: 


1/9 
Rem = 5 [Sue dy 
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Para 7 = 0, obtemos: 
1 D0 
=) S(w)dw = Rxx(0) = ELX(4)?] > 0 


Resulta desta expressão que a área sob a função S() é não-negativa e corresponde ao valor esperado da 
potência média (quadrática) do processo X(t). Para um processo com média nula, esta é igual à variância 


o2. 


Quando o processo X(t) é real, Rxx(7) é real e par e S(w) resulta uma função par também: 


Neste caso, a transformada de Fourier e sua inversa também podem ser obtidas como: 


O RE / tado E 
e — o El asinAdo (7.21) 


Nas figuras (7-1 e 7-2) são apresentadas algumas funções de auto-correlação típicas de processos 
estocásticos contínuos e as respectivas densidades espectrais de potência. 


De forma semelhante, a densidade espectral de potência cruzada de dois processos X(t) e Y(t) é 
definida como: 


Sxy (w) =— / Rxy(m)e “dr 


—00 


1 a : 
Rxy(T) = =) Sxy (w)e“” dw 


Momentos da função densidade espectral de potência 


São de grande utilidade no trabalho com processos estocásticos os momentos da função densidade espectral 
de potência. Defini-se o momento de ordem k como: 


Ak Se wo [É S(uw)dw (7.22) 


O momento de ordem zero corresponde à variância do processo. Por propriedade da transformada de 
Fourier, a função densidade espectral de potência do processo derivada X(t) é obtida multiplicando-se a 
densidade espectral de potência do processo original por w?: 


Sylw) = wtSx(w) 
Se(w) = w!Sx(w) 


Resulta desta propriedade que os momentos espectrais estão relacionados com o processo X(t) e com 
suas derivadas, X(t) e X(t), da seguinte maneira: 


Ao GE 
Ao — o 
fã Pee (7.23) 
A fregiiencia média de passagens por zero de um processo estocástico é: 
A os 
wo =4/ = A (7.24) 
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Função de auto-correlação Densidade espectral de potência 
Rax(T) S x (W) 
o ue Ruído branco o 

2. 

27ó(7) 1 
ls 1. 
o 

=150 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 


Variável aleatória 


RA e 





SE an 
2(w, — Wa) 


se w, < |w|< W, 








caso contrario 





4sin? (wT/2) 


NV27w'T 





Senoidal 
q 
cos(wr) w,>0 
do 
1. 
o 
=] a) 
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Figura 7-1: Funções de auto-correlação comuns e densidades espectrais de potência (ajustadas para área 


unitaria) correspondentes. 
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Função de auto-correlação 


Densidade espectral de potência 





Rax(r) 
os 
Exponencial 
a exp[-4r|] A>0 a 
0.5 
[6] o 
-4 -2 [8] 2 4 





Exponencial amortecida 















À 1 1 
+ 
2m(X+(v-w) N+(wv+w) 








expl-2?7" ]cos(wr) 4>0,w,>0 








expl-Afr|(1+ Ar) >0 





Figura 7-2: Funções de auto-correlação comuns e densidades espectrais de potência (ajustadas para área 
unitaria) correspondentes (continuação). 
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São chamados de parâmetros espectrais adimensionais as seguintes grandezas: 








x? 
5 = 41-— 
AoÃo 
2 
= doa 2 7.25 


Estes parâmetros serão utilizados oportunamente no trabalho com processos estocásticos. Um parâmetro 
importante, que caracteriza a largura de banda do processo, é o fator de regularidade: 


Ao 
a=vV1-€e2= 
VAoÃg 


O fator de regularidade varia entre O e 1. Processos de banda estreita, que tem elevado nível de regulari- 
dade, tem a próximo de um. O ruído branco tem a = 0. 





7.2.8 Estatísticas temporais 


Seja X(t) um processo estocástico real e estacionário. A média temporal U deste processo é obtida como: 


T 


Para cada realização do processo (X (w;,t) = 0), um = u é uma constante e R(w;,7) = r(7) é uma 
função de 7. Para T suficientemente grande, obtemos as aproximações: 


fB 
sie 5) Xu. ed 
Ratio) E 5 [ Xwt+ DX (o, ajd (7.26) 


que também representam uma v.a. e uma função de 7 para cada realização do processo. 


As grandezas U(w) e R(w,7T) são estatísticas temporais do processo estocástico estacionário X(t). 
É importante salientar a diferença entre estas e as estatísticas definidas nas equações (7.18) e (7.19). 
As grandezas E[X(t)]) = ue EIX(H)X(t+ 7)] = Rxx(7) são estatísticas tomadas sobre as diferentes 
realizações w; do processo estocástico. Estas são chamadas de estatísticas de valor esperado ou ainda 
estatísticas de envelope. 


7.2.9 Processos ergódicos 


Definição 54 Um processo estocástico X(t) é ergódico se as suas estatísticas temporais são idênticas as 
suas estatísticas de valor esperado (de envelope). 


Por definição, um processo ergódico é necessariamente estacionário. O inverso não é verdadeiro, 
porque um processo estacionário não é necessariamente ergódico. Se um processo X(t) é estritamente 
ergódico, suas estatísticas podem ser determinadas a partir das estatísticas temporais de uma única 
realização X (w;,t) = x(t) do processo. 

A ergodicidade estrita implica em que todas as estatísticas temporais do processo sejam idênticas às 
estatísticas de envelope correspondentes. Esta condição de ergodicidade é rígida, mas pode ser relaxada 
para apenas aqueles momentos de interesse. 
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Ergodicidade na média 
Um processo estocástico X(t) é ergódico na média se a média temporal é idêntica à média de envelope: 
m 


e ca 
pm sz hd = U(w) = ElX (w,t)] = ux 


Ergodicidade na função de auto-correlação 


De maneira semelhante, um processo estocástico X (t) é ergódico na função de auto-correlação se R(w,7) 
é idêntica a Rxx (7): 





LIT 

lim — X(w,t+)X(w,t)dt = R(w,7T) = ELX(t+ T)X(t)] = Rxx(7) 

Exemplo 55 Considere o processo estocástico estacionário X(t) = Y, sendo Y uma v.a. com momentos 
(uy, 0y). Note que, se y; corresponde a à — ésima realização de Y, temos (contra-exemplo): 


U(wi) = y 

EIXO) — uy 

R(w,7) = w 
ElX(+mMx(D)) = ElY?]=o% 


7.3 CÁLCULO DE PROCESSOS ESTOCÁSTICOS 


7.3.1 Continuidade 


7.3.2 Diferenciação em média quadrática 


X(= lim Ati A(O (7.27) 
puto = Sepe(o) (7.28) 
E (t)X(to)] = Rot, to) = SE) (7.29) 


7.3.3 Integração quadrática média 


Seja X(t) um processo real. Se a integral: 


Y(w) = [xt od 


existe para qualquer função X(w,t), o resultado Y (w) é uma variável aleatória, que corresponde à área 
sob o processo X (ww, t). 


7.4 ESTATÍSTICAS DE BARREIRA 


7.4.1 Período médio de recorrência ou tempo médio de retorno 


As principais aplicações de confiabilidade estrutural envolvem extremos de processos estocásticos ao 
longo de determinados períodos (exemplo: extremo de carregamento durante período de vida útil de uma 
estrutura). Os eventos extremos correspondem a determinados níveis que o processo pode atingir. 

Seja um processo X(t) e um nível crítico deste processo, b, distante alguns desvios-padrão da média 
Hx, conforme ilustrado na figura (7-3). A frequência com a qual o processo visita o nível b, ou o tempo 
de recorrência entre visitas sucessivas, são estatísticas importantes. O tempo que o processo permanece 
acima ou abaixo do nível b também podem ser importantes. É intuitivo e fácil de perceber que, quanto 
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mais elevado o nível da barreira b, mais raras são as visitas do processo a este nível, e maior é o período 
de recorrência entre visitas sucessivas. 


Seja T+(b) o período de recorrência entre visitas sucessivas do processo X(t) ao nível de barreira b 
(aqui, uma visita corresponde a uma passagem de barreira de baixo para cima, ou seja, a visita não acaba 
até que o processo tenha voltado abaixo do nível b). Claramente, se X(t) é um processo estocástico, T;.(b) 
é uma variável aleatória. As estatísticas de T,.(b), em geral, são difíceis de determinar. No entanto, o 
período médio de recorrência ou período médio de retorno: 


EIT,(b)] = Mr,.(b) 


pode ser determinado para muitos processos estocásticos, como será visto nesta seção. 


X(£t) 
barreira b(t) = b 


x(t) = realização de X (t) 


Figura 7-3: Ultrapassagem da barreira b(t) = b pelo processo estocástico X(t). 


A variável aleatória período de recorrência T,.(b) pode ser decomposta em dois períodos de inter- 
esse, Ta(b) e To(b), que correspondem ao tempo que o processo permaneçe acima e abaixo do nível b, 
respectivamente, entre visitas sucessivas: 


T;(b) = Tu(b) + To(b) 


Ainda que as estatísticas de T,.(b) dificilmente possam ser calculadas, os períodos Ti(b) e To(b) podem 
ser determinados. Para um processo X(t) estacionário e um período de tempo longo, a fração de tempo 
que o processo passa acima e abaixo do nível b, respectivamente, é: 


(0,0) 


E(T.(b)] EM, 


[ru(b)] Em 

EnO-nO] - Emo) ) fr(m)de=1- Ex(b) (7.30) 
E(To(b)] — EB). b E 

ELO -+n0] — Emo) /, felode = Ex(b) (7.31) 





Em ambas expressões, o valor esperado E[.] é sobre o envelope e o resultado assintóticamente correto 
com t > 00. 


A interpretação dos períodos de recorrência está associada a eventos que se repetem ao longo do 
tempo com determinada regularidade. No entanto, é importante observar que estas estatísticas são 
válidas também para processos estocásticos não estacionários, situação em que tal regularidade muda 
ao longo do tempo. Sendo assim, para processos estacionários as estatísticas de período de retorno são 
dependentes do tempo. Outra situação em que a regularidade das ultrapassagens de barreira ao longo 
do tempo não acontece é o caso de uma barreira variável com o tempo, b(t). Também neste caso, as 
estatísticas de período de recorrência existem, ainda que sejam funções do tempo (e.g., T,.(b,t)). 


Outra estatística muito importante é o tempo ou período até a primeira visita do processo X(t) 
ao nível b, representada simplesmente por Ti (b). Este período é também uma variável aleatória, muito 
utilizada na análise de confiabilidade dependente do tempo. 
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7.4.2 Taxa de passagens pela barreira 


A dificuldade de se interpretar períodos de recorrência que variam ao longo do tempo, seja no caso de 
processos estocásticos não-estacionários e/ou no caso de barreiras que variam com o tempo, faz com 
que seja mais fácil trabalhar com a taxa ou frequência média de passagens pela barreira (crossing rate), 


definida como: 3 


u(bt) = ——— 
(= 2760) 
Nesta expressão, o valor esperado E] é sobre o envelope. Note que esta taxa ou frequência não está 


associada com eventos que se repetem ao longo do tempo, mas sim com eventos que se repetem no 
envelope. A interpretação de taxa ou frequencia está relacionada com a unidade de medida, tempo” |. 


(7.32) 


Na expressão (7.32), o numeral 2 aparece porque cada período T,.(b,t) está associado com duas pas- 
sagens de barreira, uma de cima para baixo e uma de baixo para cima. Muitas vezes, estamos interessados 
apenas em passagens de barreira de baixo para cima (up-crossing rate), o que pode ser escrito como: 

u(b,t) 1 





De maneira semelhante, a taxa de passagens de barreira de cima para baixo é: 


v(b,t) 1 


v(b)=>D =D 7.34 
()=2 "2569 es 
Para processos estocásticos estacionários e barreiras constantes no tempo, as taxas de passagens pela 


barreira também são constantes no tempo: 
vt(b) =v(b) = => (7.35) 


De maneira semelhante, a taxa de chegada da primeira visita do processo ao nível b é: 


1 


vi (b) = EM (o) 


Fórmula de Rice 


A taxa de passagens (de baixo para cima) de um processo X(t) por uma barreira constante b pode ser 
determinada conforme segue. Considere o que aconteçe entre os instantes ty e ty + dt, com dt > 0, 
quando neste intervalo ocorre uma ultrapassagem da barreira. Para que a passagem de barreira ocorra 
neste intervalo, é necessário que o processo esteja abaixo do nível b no instante t, e que tenha variação 
(derivada) suficiente para ultrapassar a barreira neste intervalo, conforme a figura (7-4): 


1 | 
+ das Rd 
vt(b,t) = lim =P [X(t) <bNX(t) + X(t)dt >] 
1: : 
= Im SP [X(f) <bnX(t)dt >b- X(t)] (7.36) 


Esta condição é representada em termos das variáveis aleatórias X (ti) e X (ti) na figura (7-5). Um 
elemento de área nesta representação corresponde ao evento [r < X(t)<z+dr, i<X(h)<i+ di), 
descrito pela função de distribuição de probabilidades conjunta f.x(x,i). Portanto, a probabilidade 
expressa na equação (7.36) pode ser avaliada pela integral: 


dt>0 dt 


v*(b,t) = lim z/ É Festeajdado (7.37) 
b—idt 


No limite com dt — 0, a área de integração se reduz a uma estreita faixa e b — xdt — b. Substituindo 


o limite por uma derivada: 
“ld b 
vt(b,2) - [ ç (/ fexleé)de | | dê 
0 b—idt 
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O integrando não depende de t, de forma que basta derivar os limites de integração em relação à t: 


| 
[o pl 
| 
[em) 


Assim, obtém-se: 


voo) = | ROC Ee Po 


(7.38) 


II 
S—. 
8 
a. 
e 
be. 
e 
e 
a 
[e] 


Esta é a fórmula de Rice (1954) para a taxa de passagens pela barreira vt (b, t). Utilizando procedimento 
análogo, uma expressão semelhante é obtida para v(b, t): 


ob) | el Lex (b, id (7.39) 


Note que esta expressão corresponde ao valor esperado do valor absoluto da derivada |%|, avaliada em 
v=b. 


Para uma barreira que é função do tempo, uma expressão semelhante a (7.38) é obtida: 


vt(b,t)= e —b) fwx(b i)dz (7.40) 
b 





Figura 7-4: Condição de ultrapassagem da barreira b(t) = b pelo processso X(t). 
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Figura 7-5: Limites de integração da taxa de passagens pela barreira no plano (x, &). 


Taxa de passagens pela barreira - processo Gaussiano 


Para um processo estacionário X(t), as variáveis aleatórias X(t) e X(t1) tem correlação nula. Se o 
processo X(t) é Gaussiano e estacionário, então X(t1) e X(t1) são também independentes. Neste caso, a 
equação (7.39) pode ser escrita como: 


o) = | NOM 


= Ix()EI|X| 


Cada passagem de barreira de baixo para cima é seguida por uma passagem de cima para baixo, de 
forma que: 


vt) =0"(8) = sfx(0)21)X] 


Como a diferenciação é uma operação linear, resulta que se X (t) é processo Gaussiano, X (t) é processo 


Gaussiano também. Para X(t) estacionário, resulta das equações (7.18 e 7.28) que E[X] = uy = 0. Para 
um desvio-padrão o ., obtém-se que: 





Portanto: 





1 ox TB jo 
= > AX sos .41 
FEL e | 5 Ox (Eat) 


v=—>"[=— (7.42) 


Na equação (7.42), wo é a fregiiencia angular média do processo. Isto mostra que o termo A que 
aparece na equação (7.41) vem a ser a frequencia angular média wo. Utilizando as equações (7.23), esta 
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frequência pode ser calculada como: 
0; A 
vo=HL=,/[2 (7.43) 
Ox Ao 


Em termos de VE , à taxa de passagens pela barreira fica: 


vT(b) = v) exp à (* — ts] (7.44) 





Interpretando este resultado, observa-se que a taxa de passagens por uma barreira b é dada pela taxa 
de passagens pela média multiplicada pela função de densidade de probabilidades do processo avaliada 
em b. A função de densidade fornece a probabilidade de longo prazo de que o processo esteja numa 
vizinhança do nível b: 

fb-Ax/2<X(t)<b+Azx/2), Ar>0 
À frequencia média Og informa quão rapidamente o processo varia no tempo, e portanto determina com 
que frequência o processo visitará o nível b. 


Utilizando a expressão (7.40) e seguindo um procedimento semelhante, obtém-se a taxa de passagens 
por uma barreira b(t) = a — bt que varia linearmente com o tempo (Cramer e Leadbetter, 1967): 


cup [cb qt 


OX Woo x 





onde V[x] = d[x] — vB[—a]. 


Taxa de passagens pela barreira - processos contínuos diferenciáveis 


Para processos não Gaussianos e/ou não-estacionários, a determinação de v*(b,t) não é trivial e geral- 
mente não pode ser obtida analíticamente. Nesta seção, é apresentada uma solução para calcular a taxa 
de passagens pela barreira numericamente, para processos contínuos diferenciáveis. 

A taxa de passagens de um processso X(t) pela barreira b pode ser determinada por: 


1 
aa E | ps > 
v(b,t) = lim CPIX() <bNXCE+ AM > (7.45) 


Em palavras, esta expressão significa: 


“a probabilidade de ocorrer uma ultrapassagem de barreira no intervalo (t, t + At) é igual 
a probabilidade de que o processo esteja abaixo da barreira no instante t e ultrapasse este 
nível durante o intervalo At.” 


A equação (7.45) permite compreender o problema mas não é adequada para fins de avaliação da 
taxa. Uma formulação melhor é obtida expandindo X(t) em primeira ordem em t: 


XG+ AD) E X(t) + AtX(t) (7.46) 


Substituindo a equação (7.46) em (7.45) obtém-se: 


1 A 
*(b,)= lim — P[X X AtX(t) >b 4 
v*(6,8) = Jim SE PIX(O) <bOX(9) + AX (O 20) (747) 
o que também pode ser escrito como: 


+(b = | 
Ra ro 


1f PlX(O)>onx() + AX(t) >] 
At -PIX() >0NX(t) >) : (7.48) 


A figura (8-5) mostra os eventos associados às probabilidades expressas na equação (7.48). Esta 
equação representa uma aproximação em diferenças finitas da derivada da probabilidade de falhas de um 
sistema em paralelo (entre colchetes). Isto permite escrever: 


tinDs 5 PoX(O > 00x(8) +0X() >] (7.49) 
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onde Py[:] é a probabilidade associada ao sistema em parallelo e Ss Pol]lo-p representa a medida de 
sensibilidade desta probabilidade. 

À taxa de passagens expressa em (7.49) pode ser avaliada por FORM ou SORM, utilizando as seguintes 
margens de segurança: 


mi(t) = —X(t) 
ma(t,0) = b—-X(t)—- 0X(t) 


A única exigência é que o algoritmo para a avaliação dos fatores de sensibilidade seja sensível à 
variações devido a rotação da equação de estado limite. 


7.5 TEORIA DE VALORES EXTREMOS (p.e.) 


Na seção (2.7), estudamos a teoria de valores extremos no contexto de variáveis aleatórias. Na presente 
seção, ampliamos o escopo deste estudo para extremos de processos estocásticos. 


7.5.1 Extremos de um processo em um intervalo fixo 


Às principais aplicações da confiabilidade estrutural envolvem extremos de processos estocásticos ao longo 
de determinados períodos (exemplo: extremos de carregamento ao longo da vida útil da estrutura). O 
valor máximo de um processo estocástico X(w,t) em um período de referência T fixo é uma variável 
aleatória: 


Xr(w) = E [X(w,t)] 


7.5.2 Distribuição de picos (máximos locais) de processo Gaussiano esta- 
cionário 
A distribuição de picos (máximos locais) de um processo estocástico é necessária para determinar-se a 
distribuição de extremos do processo. . 
A ocorrência de um máximo local do processo X(t) corresponde ao evento (X(t) = 0, X(t) < 0+. O 


número de máximos locais é igual ao número de passagens por zero (de cima para baixo) do processo 
X(t). Portanto, a frequência de ocorrência de máximos locais é (eq. 7.42): 


Utilizando as expressões (7.23), este resultado pode ser escrito como: 


cu Pe RO 
Umax — 21 EE 


Multiplicando o numerador por wo e o denominador por 4/À>/Ão, à igualdade é mantida (equação 7.24) 


e obtemos: | 
Wo A4 Ao Vo 
Umax 3m V Mo E a (7.50) 


Este resultado mostra que, para um processo estocástico ideal de banda estreita (a = 1), o número de 
máximos locais é igual ao número de passagens por zero. Isto significa que cada passagem por zero 
corresponde a um único máximo local. Já para um processo irregular de banda larga (com a > 0), o 
número de máximos locais é infinitamente maior do que o número de passagens por zero. 

A função de densidade de probabilidade de um pico (máximo local) de um processo Gaussiano é dada 
por (Huston e Skopinski, 1953; Madsen et al., 1987): 


folx) = V1- 26 (+) + ax exp( Ejê (+) (7.51) 


Esta distribuição é completamente definida pelo fator de regularidade a, sendo as formas limites uma 
distribuição de Rayleigh para a = 1 (somente picos positivos) e uma distribuição normal para a = 0 
(mesmo número de picos positivos e negativos), conforme ilustrado na figura (7-6). 
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Figura 7-6: Função de densidade de um pico (máximo local) de processo Gaussiano. 


7.5.3 Distribuição de extremos de um processo Gaussiano estacionário 


Conforme vimos na seção (2.7), o valor máximo em n observações independentes de uma variável aleatória 
X é uma variável aleatória com função de distribuição cumulativa de probabilidades dada por (equação 
2.82): 

Fx (a) = [Fx (a)]P (7.52) 


Utilizando a equação (7.50), o número de picos (máximos locais) do processo X(t) no intervalo (0, T) 
é dado por: 


a ar 
A distribuição de valores extremos do processo Gaussiano no intervalo (0,T) é obtida a partir do 


máximo em np observações de picos locais. Esta distribuição é obtida integrando-se a expressão (7.51) 
em x e substituindo na equação (7.52): 


Psote) = (. dolujdu) ” (7.53) 


Note que o número de picos np está definido pelo tamanho do intervalo T', e portanto a distribuição de 
extremos F'x,. (x) está indexada em T. Utilizando a equação (7.52), assume-se a indepêndencia entre picos 
do processo, o que introduz um erro desprezível (Gumbel, 1958). 

Uma solução assintótica da equação (7.53) é obtida assumindo-se o número de picos np grande, e 
resulta na dupla exponencial: 


Ele) = em [res [-3 ú e”) 
woT 


onde n — 2 — any é o número esperado de passagens por zero do processo. A figura (7-7) mostra o 
comportamento desta distribuição em função de n. 








7.6 PROCESSOS DISCRETOS 


7.6.1 Processo de Borges 


Um dos processos estocásticos discretos mais simples é gerado por uma sequência w de variáveis aleatórias 
Xy, independentes e idênticamente distribuídas, cada uma atuando num intervalo determinístico de tempo 
tv, também chamado de holding-time. Num intervalo (0, T), o número de renovações será n = e Devido 
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Figura 7-7: Distribuição de valores extremos de um processo Gaussiano em função do número de ciclos 


n. 


a independência, a distribuição de valores extremos da sequência é: 


P desx lu(ês, 4) < | = PintX; < 0d) = (Fx(b)” 


A probabilidade de falha, ou probabilidade de ultrapassagem do nível X(t) > b, é dada por: 


P;(bT) = P esses foto) >b 
= (Fx) 


ELA 


= 1-(Fx()? 


7.6.2 Processo de Poisson 


Quando o tempo entre ocorrências, e não a magnitude, é uma variável aleatória, um tipo diferente de 
processo estocástico é obtido. O processo (de contagem) de Poisson fornece o número de ocorrências em 
um intervalo de tempo, dado pela distribuição de Poisson (vide seção 2.3.1). O tempo entre as ocorrências, 
neste caso, é descrito por uma distribuição exponencial (seção 2.3.2). 

O processo de Poisson obedeçe as seguintes hipóteses fundamentais: 


1. a probabilidade de que exatamente n eventos ocorrerão num intervalo de comprimento At depende 
den e At, mas não da posição do intervalo At no eixo do tempo (estacionariedade do processo); 


2. o número de eventos que ocorrem em dois intervalos não sobrepostos são variáveis aleatórias inde- 
pendentes (processo sem memória): portanto para to < ti < to <.. < tn, as variáveis aleatórias 
N(ti) — Níto), ..., N(tn) — N(tn-1) são independentes; 


3. a probabilidade de ocorrência de mais de um evento em um intervalo pequeno do comprimento At 
é de ordem de magnitude menor do que At. 


Em conjunto, estas hipóteses determinam que no processo de Poisson os incrementos são estacionários 


e independentes. 
Um processo de Poisson com taxa v constante é dito homogêneo. Uma aproximação do processo de 


Poisson é obtida quando v = v(t). Neste caso, o processo é dito não-homogêneo e a constante À = vt 

t E o Se Ear 
passa a ser calculada como À = da vu(v)dv. Para esta aproximação, a hipótese de estacionáriedade deixa 
de ser válida, i.e., os incrementos não são mais estacionários. 


7.6.3 Processo de Poisson filtrado 


Um processo no qual tanto o tempo entre ocorrências como a intensidade de cada ocorrência são variáveis 
aleatórias é chamado de processo de Poisson filtrado (filtered Poisson process). Tal processo é descrito 
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por: 
N(t) 


X() = 5 ut ta,Yk) 
k=1 
onde N(t) é um processo de Poisson com intensidade v, que gera os pontos ty, nos quais o processo sofre 
uma renovação de magnitude aleatória Y. Assume-se as intensidades Y, independentes e idênticamente 
distribuídas. A função w(t, tr, Yk) é chamada de função de resposta do processo, pois representa a 
contribuição linear para a resposta X(t) no instante t,devido à magnitude Y; atuando no instante ty. 


Processos filtrados de Poisson são definidos pela intensidade v que determina o número de renovações 
N(t), pela distribuição de probabilidades de Y;, e pela forma da função de distribuição w(t, tp, Yk). 
Duas formas são particularmente importantes na confiabilidade estrutural, por serem apropriadas para 
representar carregamentos em estruturas: o processo de pulsos e a onda quadrada de Poisson, que serão 
estudados a seguir. 


Processo de pulsos 


Um processo com intensidade constante v e pulsos retangulares de amplitude Y, e comprimento tp, pode 
ser descrito pela função de resposta: 
w(t, bx, Y.) =— Ye para O<t— tk < to 
= 0 caso contrário 
sendo Y, uma variável aleatória, independente entre pulsos, e definida pela função fy (y). Observe que 
os pulsos são esparsos quando vtp << 1. 


A taxa de passagens pela barreira b e a probabilidade de falha a primeira sobrecarga são dadas no 
limite com ty — 0. À taxa de passagens é dada por: 


v*(b) 


. 1 
Aim ( AgoPlultrapassagem em aeb 


1 
Aim ( Ag oPIY(t) <bNY(t+ At) > n) 


= vEy(O( - Fy(b)) (7.54) 


onde v é a taxa de chegada dos pulsos. Observe que a última linha da equação (7.54) está baseada na 
independência entre a intensidade dos pulsos. Se o nível b é elevado e constante, pode-se escrever: 


v*(b) = v(l— Fy(b)) 


Observe que vt (b) representa a intensidade do processo de pulsos. A probabilidade de falha para barreira 
b é dada por: 


Ps(b,T) = Plpulso>b 
= 1-exp[-v*(b)T] 
= 1-exp[-vTEy-(b)( — Fy(b))] 


A distribuição de probabilidade acumulada do máximo de X(t) é dada por: 


Fralda) = PlXmax<0 
a a 50 


— expl-v7 Fy (b)(1 = Fy(b))] 


max 


O processo de pulsos de Poisson permite a representação de carregamentos eventuais, que são nulos 
durante a maior parte do tempo. No entanto, como a duração dos pulsos tp é fixa e o tempo de chegada 
entre pulsos segue a distribuição exponencial, o processo de pulsos permite a coincidência de pulsos, i.e., 
a chegada de um novo pulso enquanto o anterior ainda esta ativo. Esta condição pode ser inadequada 
para representar certos tipos de carregamento. 


180 ANDRÉ T. BECK, TEORIA DE PROBABILIDADES: PROCESSOS ESTOCÁSTICOS 





Processo de onda quadrada 


Quando o comprimento tr dos pulsos retangulares é dado pelo intervalo (aleatório) entre a chegada de 
pulsos (tp = 1), um processo de onda quadrada de Poisson é obtido. A altura Y, do pulso permanece 
constante até a chegada do próximo pulso. Os valores Y são independentes e identicamente distribuídos. 
No processo de onda quadrada tem-se vt, = 1, o que gera um processo “cheio”. 

Procedendo de maneira análoga ao caso do processo de pulsos, obtém-se a taxa vf(b) idêntica à 
equação (7.54). A probabilidade de falha à primeira sobrecarga vem a ser: 


Py(b,T) = yo) Q — expl-vTEy (Db) — Fy(b))]) 


onde Fy,(b) = P[Y < b). A intensidade do pulso inicial é independente das demais por definição. Da 
mesma forma, a distribuição cumulativa do máximo de X(t) é: 

Existe) = P(A mai < 2] 
Fys(x) expl-v7Fy(x)(1 — Fy(x))] 


Processo de Poisson renovável 


Processos nos quais eventos ocorrem ao longo do tempo de acordo com uma determinada função de 
probabilidades são chamados genéricamente de processos de Poisson renováveis (renewal processes). Os 
processos de pulso e onda quadrada de Poisson são formas particulares deste tipo de processo. É possível 
generaliza-los para pulsos com diferentes formatos de onda, no entanto não existem resultados para a 
taxa de passagens pela barreira nestes casos. 


7.6.4 Processos de Poisson mixtos 


Um tipo muito flexível de processo discreto são os chamados processos mixtos (mixed processes). Nestes 
processos, a ocorrência dos pulsos segue um processo de Poisson com intensidade v. À intensidade Y;. 
é descrita por uma variável aleatória clipada (seção 2.3.3), que permite uma probabilidade finita de 
intensidade nula. Isto significa que o processo permanece ” desligado” em alguns dos pulsos. Assim, 
pode-se representar carregamentos esparsos evitando o problema da concidência de pulsos do processo de 
pulsos de Poisson. O processo mixto é muito flexível pois permite representar tanto processos de pulsos 
como processos de onda quadrada. 
Uma variável aleatória clipada para a intensidade Y é obtida definindo-se as probabilidades: 


po RO] 
q 


onde p é a probabilidade intensidade nula e q = 1 — p é a probabilidade de intensidade não nula. As 
funções de distribuição de probabilidades de Y são obtidas a partir das distribuições de uma variável 
qualquer Z: 


Fy(y) — pH(0) +gFz(y) 
frly) = pó(0)+q fz(y) 


onde ó(y) é a função delta de Dirac e H(y) é a função de Heavyside. 

A figura (7-8) ilustra 8 realizações de um processo discreto mixto com v = 1, e cuja intensidade segue 
uma distribuição de Rayleigh clipada com p = 0.2e q = 0.8. A figura (7-9) mostra resultados semelhantes 
com p = 0.8 e q = 0.2. Note-se como este segundo processo é mais esparso do que o primeiro. 

A taxa de chegada de pulsos observáveis, i.e., de pulsos de intensidade não nula, é vq, sendo v a taxa 
de ocorrência de pulsos do processo de Poisson original. À taxa de passagens pela barreira, para processos 
mixtos, fica (eq. 7.54): 

v"(b) = va(p + aFz(b)( — Fz(b)) (7.55) 


Utilizando a correção para nível baixo de barreira (8.26), a eq. (7.55) se simplifica para: 


vt(b) = va(l — Fz(b)) (7.56) 
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Figura 7-8: Realizações de processo discreto mixto, com p = 0.2 e q = 0.8. 
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Figura 7-9: Realizações de processo discreto mixto, com p = 0.8 e q = 0.2. 
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Capítulo 8 


CONFIABILIDADE 
DEPENDENTE DO TEMPO 


Neste capítulo estudamos problemas de confiabilidade estrutural dependente do tempo, através de su- 
cessivos níveis de simplificação e generalização. Inicialmente, estudamos o modelo de falha à primeira 
sobrecarga para um processo de carregamento escalar e uma equação de estado limite determinística. 
Em seguida, é introduzido um vetor de variáveis aleatórias de resistência, o que torna a equação de 
estado limite incerta. É considerada então a integração no tempo, possível quando o carregamento pos- 
sui apenas um parâmetro independente. O problema de combinação de carregamentos é estudado em 
seguida. Finalmente, o caso geral envolvendo um processo estocástico de carregamento multi-dimensional 
é considerado. 


8.1 FORMULAÇÃO 


O problema de confiabilidade estrutural dependente do tempo consiste na avaliação da probabilidade de 
que um processo estocástico de carregamento S(t) exceda a resistência R(t) da estrutura (Figura 8-1), à 
qualquer instante durante o período de vida útil da mesma: 


ERC a O (8.1) 


0 
onde T' é a vida de projeto ou vida útil da estrutura. A equação 
HR, St) =0 


é a equação de estado limite, que divide os domínios de falha e de sobrevivência: 


Det) = trslg(r,st)<0) 
Ds(t) = Lrslg(r,s,t) > 0) (8.2) 


Típicamente, tanto o processo de carregamento como a resistência da estrutura são funções do tempo. 
Típicamente, tanto o carregamento como a resistência são multi-dimensionais. Na solução deste problema, 
consideramos inicialmente a situação de um processo de carregamento escalar e estacionário, e de uma 
resistência invariante no tempo. Esta situação dá origem a um problema estacionário, que pode ser 
convertido em um problema de confiabilidade independente do tempo. 
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r,s 


Srkrsto) 





r(t) = realização de R(t) 








s(t) = realização de S(t) 





Ls(s,1) 





Figura 8-1: Problema de confiabilidade estrutural típico envolvendo carregamento estocástico e variação 
da resistência no tempo 


8.2 CONVERSÃO PARA FORMATO INDEPENDENTE DO 
TEMPO - PROBLEMAS ESCALARES ESTACIONÁRIOS 


8.2.1 Integração no tempo 


Quando o problema de confiabilidade dependente do tempo envolve um processo de carregamento escalar 
e estacionário, e quando a resistência não varia com o tempo (Figura 8-2), a integração no tempo pode 
ser transferida para o processo de carregamento. Desta forma, o problema de confiabilidade é convertido 
em um formato independente do tempo. Esta técnica de solução é chamada de integração no tempo 
(time-integrated approach). 

Se o processo de carregamento S(t) inicia abaixo de um nível de resistência r e não ultrapassa este 
nível durante o período de vida útil ou de projeto (0, T), então o valor máximo do processo neste intervalo 
também é menor do que r. O valor máximo de um processo estocástico S(t) em um intervalo de duração 
T é uma variável aleatória, Sr, descrita por uma distribuição de valores extremos fs,.(s) (veja seção 7.5). 
Para este problema, a probabilidade de falha é dada pela probabilidade de que o máximo de S(t) seja 
maior do que r: 


PAI) =PjSr > 1] 
Para uma resistência multi-dimensional, função de um vetor de variáveis aleatórias R: 
R = função de resistência(R) 
esta probabilidade de falha fica: 


Pi(T) = PlSr > RI 


A determinação desta probabilidade é um problema que envolve apenas variáveis aleatórias, e que 
pode ser resolvido utilizando os métodos estudados nos capítulos anteriores. Uma equação de estado 
limite é escrita como: 

g(R,Sr) = R-— Sr =0 (8.3) 
A probabilidade de falha é obtida integrando a função de distribuição de probabilidades conjunta de 
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R e Sr sobre o domínio de falha: 
PT) = frsr (tr, s)drds (8.4) 
g(r,s)<0 


Este problema envolve apenas variáveis aleatórias e pode ser resolvido por FORM, SORM ou SMC. 

A integração no tempo é solução exata quando um único processo de carregamento (escalar e esta- 
cionário) atua sobre a estrutura, e quando a resistência não varia com o tempo. Na presença de variação 
de resistência, ou quando o carregamento é não-estacionário, a integração no tempo pode ser utilizada 
apenas como aproximação (Marley e Moan, 1994). A solução exata é obtida através dos métodos estu- 
dados na seção 8.3. 

Quando mais de um carregamento atua sobre a estrutura (processo estocástico multi-dimensional), é 
necessário determinar um carregamento equivalente (8.5). A integração no tempo pode então ser aplicada 
sobre este carregamento equivalente. Quando a determinação de um carregamento equivalente não é 
possível, torna-se necessário resolver um problema multi-dimensional dependente do tempo, conforme 
seção 8.6. 


r;s 


r(t) = r = realização de R 


s(t) = realização de S(t) 








Figura 8-2: Ultrapassagem da barreira r(t) = r pelo processo de carregamento S(t). 


8.2.2 Discretização no tempo 


A integração no tempo permite resolver problemas de confiabilidade estrutural a partir do valor máximo 
do carregamento durante o período de vida útil da estrutura. Esta técnica pode ser refinada quando o 
período de vida útil é dividido em um número discreto de períodos ou eventos. Estes períodos podem 
ser um dia, um ano, um determinado número de horas de operação ou um bloco de carregamento. Os 
eventos discretos podem ser a ocorrência de uma tempestade de determinada duração. 

À integração no tempo é feita para cada segmento. Por exemplo, a probabilidade de falha para um ano 
é calculada considerando-se a distribuição dos máximos de carregamento para um ano. À determinação 
da probabilidade de falha para a vida útil da estrutura levara em conta o número de eventos à que a 
estrutura está submetida durante o período de vida útil. Esta discretização do tempo dá origem a duas 
soluções distintas: 

1) o número de eventos ou segmentos à que a estrutura está submetida é conhecido; 

2) o número de eventos é desconhecido a priori. 


Número conhecido de eventos discretos 


Quando o período de vida útil da estrutura é dividido em um número discreto de segmentos, o número 
ne de segmentos é conhecido. Seja ta = - a duração de um segmento de carga. Para que a estrutura 
sobreviva a ne segmentos de carga, é necessário que o máximo carregamento em cada segmento seja 
menor do que a resistência da mesma: 


Ps(T) = PlSy<r"e 
= (1 Prelta))*e (8.5) 


onde Pre(ta) é a probabilidade de falha em um evento ou segmento, calculada a partir da equação 
(8.4) com T substituído por ta. Observe que a equação (8.5) assume independência entre o máximo do 


186 ANDRÉ T. BECK, CONFIABILIDADE DEPENDENTE DO TEMPO 


carregamento nos diferentes segmentos. Expandindo a equação (8.5) em série e mantendo apenas o termo 
de primeira ordem, obtém-se: 


Pita) 
(1 — Prelta))"e ms 1-— NePre(ta) + N(Ne — dO RE SR Anta 
e portanto: 
PT) = 1-Ps(D) 
= NePpelta) (8.6) 


A equação (8.6) fornece a probabilidade de falha para uma vida de projeto T dividida em ne segmentos 
de carga, assumindo independência entre o máximo carregamento ou a probabilidade de falha em cada 
segmento. A desconsideração dos termos de segunda ordem na expansão é válida quando ne Pre(ta) << 1. 
Em particular, isto ocorre quando a probabilidade de falha elementar Pre(ta) é bastante pequena, i.e., o 
nível de resistência r é elevado. Isto implica que a expressão (8.6) é mais prescisa quando og >> op. 


Número aleatório de eventos discretos 


Considere agora a discretização da vida da estrutura em um número aleatório de eventos como tempes- 
tades. O número exato de aplicações de carga durante a tempestade não prescisa ser conhecido, desde que 
a distribuição do máximo carregamento em uma tempestade seja utilizada no cálculo da probabilidade de 
falha elementar Pp. No entanto, o número de eventos (tempestades) que ocorrem durante a vida útil da 
estrutura prescisa ser conhecido para se determinar a probabilidade de falha. Seja pe(T) a probabilidade 
de ter-se exatamente k eventos durante o período (0,7). A probabilidade de falha para esta vida será 
(veja equação 2.5): 


PD =S dulD)Py (8.7) 
k=1 


Observe que na equação (8.7) todos os números possíveis de eventos são considerados. E comum repre- 
sentar a chegada dos eventos discretos como um processo de Poisson, o que fornece (2.33): 


(vT)* exp[-vT] 


pr(T) = [a 


(8.8) 
onde v é a taxa de chegada de eventos (tempestades). Para tanto, os eventos devem ser independentes 
e não-coicidentes, o que é uma hipótese razoável quando v é pequena. Substituindo a equação (8.8) em 
(8.7), e utilizando o termo de primeira ordem de uma expansão em série, obtém-se: 


PT) gs 1l-— exp/-vT Pp] (8.9) 


Note que nesta expressão o termo vP;. é a probabilidade de falha média por unidade de tempo. 


Na consideração de eventos do tipo tempestades, é comum trabalhar-se com probabilidades de falha 
condicionais. Assim, na determinação da probabilidade de falha de uma estrutura sujeita a carga de 
ondas, o valor máximo do carregamento durante uma tempestade depende do valor característico de 
altura de onda, Hp, para a tempestade. Se fr,(h) é a função de distribuição de probabilidades para o 
valor característico de altura de onda, então a probabilidade de falha para uma tempestade de duração t 
é dada por: 


Pre= [o ProlElHa = h) fi (jd (8.10) 
0 
onde P;e(t|Hy = h) é a probabilidade de falha condicional, dada uma altura de onda característica de 


valor h. Esta probabilidade é calculada considerando-se o valor máximo do carregamento para uma altura 
de onda A. 
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8.3 FALHA À PRIMEIRA SOBRECARGA 


8.3.1 Formulação 


No modelo de falha à primeira sobrecarga, a falha da estrutura fica caracterizada na primeira ocasião em 
que o carregamento exceder a capacidade de carga (resistência) da estrutura. Este problema pode ser 
formulado representando-se a chegada de sobrecargas no tempo como um processo de Poisson. 

Seja n(r,t) uma taxa de chegadas de sobrecargas, a ser determinada posteriormente. Se a ocorrência 
de sobrecargas é aproximada como um processo de Poisson (Cramer e Leadbetter, 1967), assume-se a in- 
dependência entre eventos sobrecarga e o tempo entre sobrecargas torna-se exponencialmente distribuído 
(veja seção 2.3.1). Neste caso, a probabilidade de sobrevivência para um período (0,T) é dada pela 
probabilidade de que o número de sobrecargas N*(r,T) no período seja igual a zero: 


Ps(r,T) = PRN'(,T) = 03] 
E mr, u)du)? E 
do MODO cep [  ntesujáii 
T 
E expl- [ n(r, u)du] (8.11) 


A probabilidade de falha para uma vida de projeto T é o complemento da probabilidade de sobre- 
vivência. 


P(r,T) = 1-Ps(r,T) 


T 
= Ie [ n(r, u)du] (8.12) 


Uma limitação deste modelo é o fato que, para que ocorra uma primeira sobrecarga (passagem de 
barreira de baixo para cima) duranto o intervalo (0, T), é necessário que o processo estocástico esteja 
abaixo do nível 7 no instante inicial t = 0. Tal condição não está refletida na equação (8.11), mas pode 
ser imposta facilmente escrevendo: 


Pstr,7) PES(O) <rHPRN(,T) = 0|S(0) < r)] 


T 
Pso(r) exp -Í nto (8.13) 


É importante notar que n(r, u), agora, é uma taxa condicional de chegada de sobrecargas. 
Esta taxa será determinada oportunamente. Na equação 8.13, o termo PHS(0) < rH = Pss(r) corre- 
sponde à probabilidade de que o processo estocástico S(t) esteja abaixo do nível r no instante inicial 
t = 0. O complemento desta probabilidade é a chamada probabilidade de falha inicial: 


Prlr)=1— Pso(r) (8.14) 


A avaliação de P, (1) é um problema que envolve apenas variáveis aleatórias, e pode ser resolvido 
utilizando os métodos de confiabilidade independentes do tempo estudados no capítulo (4). 
Utilizando as equações (8.12 à 8.14), a probabilidade de falha fica: 


— / n(r, o 


T 
Pol) + — Pelr)) É — exp -Í n(r, od) (8.15) 


Pr) = 1-Ps(r,T) 


= 1-Pso(r)exp 





A equação (8.15) expressa a probabilidade de falha para uma vida T como a soma de uma probabili- 
dade de falha inicial (Pp, (r) para t = 0) mais a probabilidade de falha devido à uma sobrecarga dado que 
a falha não tenha ocorrido no instante inicial. É importante notar que só existe diferença significativa 
entre as equações (8.15 e 8.12) quando a probabilidade de falha inicial é significativa. 
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É importante observar que, em um processo de Poisson homogêneo, a taxa n(r,t) = n(r) é constante, 
e não existe distinção entre o tempo entre sobrecargas e o tempo até a primeira sobrecarga: ambos são 
descritos pela mesma distribuição exponencial. No entanto, a condição imposta na equação (8.13) torna 
este processo não homogêneo, e faz com que a taxa n(r,t) seja função do tempo, como será visto a seguir. 


8.3.2 Taxa condicional de chegada de sobrecargas 


O problema de falha à primeira sobrecarga foi formulado em termos de uma taxa n(r,t) desconhecida, 
a qual deve ser determinada para a solução do problema. Soluções exatas não existem, mas soluções 
aproximadas são obtidas para diferentes aproximações desta taxa. 

Para entender estas aproximações, convém escrever a equação (8.13) em termos da taxa n(r,t) (Lutes 
and Sarkani, 1997). Excluindo o caso trivial em que Ps, (r) é nula (falha instantânea em t = 0), pode-se 


escrever: ) x 
Ps 7”, t | ) | 
=exp|— | n(r,u)du 
Pso (r) 0 


Tomando o logaritmo e derivando em relação a t em ambos os lados, obtém-se : 


arm [aço] = am [ht 
1 1 0Ps(r,t) 
Per) Pald)  idÊ 











= n(r, t) + n(r, 0) 


Por definição, a taxa n(r,t) exclui a probabilidade de falha no instante inicial, logo m(r,0) = 0. Sendo 
assim, a taxa m(r,t) é obtida como: 





( 8) == 1 1 9Ps(r, t) 
Db = Palm) Por) O 
a 1 b 1 Ps(r,t+ At) — Ps(r,t) 
* Pl) so  Ps(r,8) At 
= 1 . Il Palr,t+ At) — Pelr,t) 
* 1-Pp(r) stdo (x: 1— Pp(r,t) Ro, 


A partir deste resultado, pode-se descrever n(r,t) como: 


1 ocorrência de sobrecarga em (t,t + At) dado que: 
n(r,t) = lim ASP 1. S(0)<re (8.17) 
a 2. nenhuma sobrecarga tenha ocorrido antes de t 


Em palavras, pode-se escrever: 


...O limite, com At tendendo a zero, da probabilidade de ocorrência de uma sobrecarga em 
[t, t+ At], dado que o processo tenha iniciado no domínio de segurança e não tenha ultrapassado 
o nível r antes do instante t. 


É facil perceber que esta interpretação é consequência direta da formulação do problema de falha à 
primeira sobrecarga. A condição 1. imposta na equação (8.17) é consequência direta da condição imposta 
da equação (8.13). A condição 2. é consequência do fato que, por definição, a taxa n(r,t) deveria ser a 
taxa (condicional) de chegada da primeira sobrecarga. 


8.3.3 Aproximação de Poisson 


O resultado obtido na equação (8.17) nos mostra que, idealmente, a taxa n(r,t) deveria ser igual à taxa 
(condicional) de chegada da primeira sobrecarga. Esta taxa, no entanto, dificilmente poder ser calculada. 
Esta dificuldade justifica uma aproximação muito utilizada na literatura, conhecida como aproximação 
de Poisson, que consiste em aproximar a taxa n(r,t) pela taxa de passagens pela barreira: 


(rt) = v*(r,t) (8.18) 


uma vez que uma sobrecarga corresponde a uma passagem da barreira r de baixo para cima. Com a 
aproximação de Poisson, a probabilidade de falha à primeira sobrecarga fica: 
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TF 
Py(r,T) = Prolr) + (1 Pyo(r)) (1 — exp | / vt(r, od) (8.19) 


É importante observar que a taxa de passagens v*(r,t) não reflete a importante condição 2. imposta 
na equação (8.17), que é a condição de que a sobrecarga não tenha ocorrido antes de t. Ainda assim, a 
aproximação de Poisson, expressa na equação (8.18), se justifica quando o nível da barreira r é elevado e as 
passagens de barreira são eventos raros. Pode-se mostrar (Cramer e Leadbetter, 1967) que a aproximação 
é assintóticamente exata com a barreira 7 — oo. Na prática, isto significa que a aproximação de Poisson 
é adequada para estruturas com baixa probabilidade de falha. 

A aproximação de Poisson não é apropriada para processos de banda estreita, uma vez que para 
estes processos as passagens de barreira tendem a acontecer “em bloco”. A aproximação de Poisson 
aqui apresentada pode ser melhorada através da determinação de taxas que reflitam melhor as condições 
impostas pela equação (8.17). Estas melhorias são consideradas na seção (8.3.7). 

Quando o processo estocástico é estacionário e o nível da barreira é invariante no tempo, a taxa de 
passagens pela barreira v"(r,t) = vt (r) é constante e a equação (8.19) fica: 


Pdr,T) = Pp()+(1-Pr(r)) (1 — exp [-vt(r)T]) (8.20) 


8.3.4 Expressões aproximadas 


Utiliza-se em certas situações expressões simplificadas da probabilidade de falha à primeira sobrecarga 
(equação 8.19). Tais aproximações são em geral conservadoras, fornecendo limites máximos para a pro- 
babilidade de falhas. Desconsiderando o termo (1 — P, (r)) na equação (8.19), por exemplo, obtém-se: 


T 
Pair,TD) < Pelr)+(1 — exp -Í vt(r, o) 
Para v*(r) constante, esta equação fica: 
Pi(r,T) < Ppolr) + (1 — exp [>vt(r)7]) 
Como vt(r)T > 1 — exp [-v*(r)T], quando este termo é pequeno pode-se escrever ainda: 


Ps(r, T) < Petr) +vt(r)T 


8.3.5 Tempo até a falha (primeira sobrecarga) 


No modelo de falha à primeira sobrecarga, a falha é caracterizada na primeira ocasião em que o carrega- 
mento excede a capacidade de carga (resistência) da estrutura. Para um processo estocástico S(t) e uma 
resistência constante no tempo R(t) = r, este é um típico problema de passagem de barreiras. Portanto, 
a falha pode ser descrita pela variável aleatória tempo até a falha, T(r), e que corresponde ao tempo 
até a chegada da primeira sobrecarga, conforme a seção (7.4.1). Se a ocorrência deste evento (primeira 
sobrecarga) é aproximada como um processo não homogêneo de Poisson, com taxa variável no tempo 
h(t), então o tempo até a falha segue uma distribuição exponencial. Da equação (2.41) obtém-se: 


Fri(t)=1- exp | / iluda (8.21) 


A probabilidade de falha para uma vida de projeto T pode ser avaliada como: 


E) = PHIp<T 
= Fr?) 
T 
= 1-exp -Í Haja (8.22) 


Comparando este resultado com a expressão (8.19), percebe-se que (8.22) não reflete a condição inicial. 
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O valor esperado do tempo até a falha (primeira sobrecarga) é: 


EO = Tm 


o que mostra que a função h(t) corresponde à taxa de chegada da primeira sobrecarga para um nível de 
barreira r, h(t) = vi(r,t). 


8.3.6 Taxa instantânea de falhas 


A função A(t) descrita acima também pode ser entendida como a taxa de falhas instantânea ou condi- 
cional (hazard function, age-specific failure rate ou conditional failure rate), tão utilizada na engenharia 
para caracterizar processos de falha que ocorrem ao longo do tempo. Em aplicações envolvendo um 
grande número componentes idênticos colocados em operação, a taxa instantânea de falhas reflete quan- 
tos componentes deixam de funcionar em um instante t, em relação ao total de componentes colocados 
em operação. Nestas aplicações, o tempo até a falha 7 é a variável aleatória que descreve a vida do lote 
de componentes, a vida de cada componente corresponde a uma realização desta variável. 

A taxa de falhas instantânea é uma taxa condicional, que expressa a probabilidade de que uma falha, 
ocorra no intervalo (t,t + At), dado que a falha não tenha ocorrido antes de t: 


h(t) = Jim Plffalha entre t e t + At dado não falha antes de t)] 
At+>0 


tm PUt<T;<t+ A 
ado 1-PHT;<0] 
tr, (t) 


- (8.23) 





Nesta expressão fica evidente que, quando Fr, (t) é muito pequeno (situação em que a Pp também é 
pequena), as funções fr, (t) e h(t) são equivalentes. Pode-se notar também que a equação (8.23) é obtida 
diretamente a partir da combinação das equações (?? e 8.21). O conhecimento de uma entre h(t), fr, (t) 
e Fr,(t) é suficiente para determinar as outras duas. 


8.3.7 | Melhorias da aproximação de Poisson 


A aproximação de Poisson apresentada na seção (8.3.3) pode ser melhorada de maneira a fazer a taxa 
vt (r,t) refletir melhor as condições impostas na equação (8.17). 

A primeira destas aproximações leva em conta, de maneira aproximada, a condição inicial (S(0) < r). 
Conforme vimos na seção (7.4.1), o tempo de recorrência entre passagens de barreira sucessivas pode 
ser decomposto em dois segmentos, T, e T+, que correspondem aos tempos que o processo passa acima 
e abaixo do nível r, respectivamente (figure ??7). Na aproximação de Poisson usual, assume-se que o 
tempo entre passagens sucessivas (T; + T+) segue uma distribuição exponencial, de forma que o tempo 
de recorrência médio é: 


1 








EIT,(1)] = ElTa(r) + To(r)] = Tr) (8.24) 
Combinando as equações (8.24) e (7.31), obtém-se: 
ElTi(r)] = = (8.25) 


Quando o nível da barreira é baixo, a condição (S(0) < r) faz com que o tempo até a primeira 
passagem de barreira seja significativamente menor do que o tempo entre passagens sucessivas (Ta + Th). 
Como o tempo até a primeira passagem de barreira é também um tempo em que o processo está abaixo 
do nível r, é melhor aproximar este tempo por T; e não por (Ty + Tb). Expressões exatas para T% são 
difíceis de determinar. Assumir que o tempo Ty seja exponencialmente distribuído é conflitante com a 
mesma suposição aplicada ao tempo Ty + T+, no entanto pode-se fazer isto como aproximação. Com esta 
aproximação, a taxa n(r,t) fica: 





n(r,t) = = (8.26) 
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Esta é uma melhoria em relação à aproximação de Poisson (equação 8.18), que reflete a condição 
inicial. Note-se que a equação (8.26) tem grande efeito para r pequeno, mas nenhum efeito à medida que 
Fs(r) > 1 com r > 00. 


Para processos de banda estreita, as ultrapassagens de barriera tendem a ocorrer em bloco. Devido 
à variação gradual do envelope de amplitude destes processos, uma ultrapassagem do nível r no instante 
ti tem grande chance de ser seguida por outra ultrapassagem um período adiante (Figura 8-3). Em 
consequência, a aproximação de Poisson original se torna excessivamente conservativa. 


Cada bloco de ultrapassagens do nível 7 pelo processo de banda estreita representa apenas uma ultra- 
passagem deste nível pelo envelope do processo, ou processo amplitude A(t) (que também é um processo 
estocástico). Sendo assim, a aproximação de Poisson (eq. 8.18) pode ser substituída por (Vanmarcke, 
1975): 

n(r,t) = v(r) (8.27) 


A taxa de ultrapassagem de barreiras do envelope, utilizando a definição de amplitude de Cramer e 
Leadbetter (1966), é: 


vi(r) = órv2mvs(r) 
onde ô é o parâmetro espectral definido na equação (7.25). A equação (8.27) pode ser ajustada para levar 


em conta a condição inicial. Seguindo o raciocínio aprsentado anteriormente, obtemos: 


va(r) 


Falr) 





n(r,t) = (8.28) 


A equação (8.28) é apropriada para processos com largura de banda bem pequena (a — 1) e níveis 
baixos de barreira. Para processos de banda larga e níveis elevados de barreira, no entanto, ultrapassagens 
de barreira pelo envelope não correspondem necessariamente a ultrapassagens de barreira pelo processo 
original. Assim, o número de ultrapassagens de barreira pelo processo amplitude torna-se maior do que o 
número atual de ultrapassagens de barreira pelo processo S(t). Como a equação (8.18) é apropriada para 
processos de banda larga e níveis elevados de barreira, e a equação (8.28) é apropriada para processos de 
banda estreita e níveis baixos de barreira, é possível fazer uma interpolação entre estes dois resultados. 
Estimando o número de ultrapassagens de barreira qualificadas do processo amplitude (isto é, passagens 
de barreira do envelope que são realmente seguidas por pelo menos uma passagem de barreira pelo 
processo S(t)), Vanmarcke (1975) chega a uma estimativa do número médio de ultrapassagem de barreira 
pelo processo S(t) a cada passagem de barreira pelo processo amplitude, para um processo Gaussiano: 





1 
EINt(m] = 8.29 
Npelr) 1-exp(-órv27) Ri) 
Para processos de banda estreita e níveis baixos de barreira, o produto ór é pequeno e E [Npc] e o 
VA x 
NETÃ Para processos de banda larga e níveis elevados de barreira, o produto ór — 00 e E[NH] > 1. 








Assumindo que as passagens qualificadas de barreira seguem um processo de Poisson, a taxa de passagens 
qualificadas de barreira fica: 


n(r,t) = TEC = vt(r)(1 — exp(-órv27)) (8.30) 


Incluindo a condição inicial, esta equação fica: 


(1 = exp(côrv2m) 


nt) = 0H) 


(8.31) 


A equação (8.31), conhecida como correção de Vanmarcke à taxa de passagens por uma barreira, é 
válida para processos Gaussianos contínuos de qualquer largura de banda, e não tem limitações em termos 
do nível da barreira. Esta equação também pode ser escrita em termos de taxas de passagem de barreira: 


dis ep] 


n(r;t) = vt (r)———— — (8.32) 


Ni 
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Figura 8-3: Passagens de barreira em bloco característica de processos estocásticos de banda estreita. 


8.4 VARIÁVEIS ALEATÓRIAS DE RESISTÊNCIA 


O modelo de falha à primeira sobrecarga apresentado na seção anterior permite calcular a probabilidade 
de que um processo de carregamento S(t) ultrapasse uma barreira r(t) determinística, que corresponde 
à resistência da estrutura. Nos problemas reais, esta barreira (resistência) é caracterizada por um vetor 
de variáveis aleatórias R. Nesta seção, estudamos como este vetor de resistências aleatórias R pode ser 
incluído no modelo de falha à primeira sobrecarga. 


8.4.1 Variação da resistência com o tempo 
Variação paramétrica da resistência 


Uma variação paramétrica de resistência é obtida quando a função de variação de resistência é deter- 
minística. Isto significa que a incerteza na resistência pode ser representada por um vetor de variáveis 
aleatórias, R. Para cada realização R = r do vetor de resistência, uma curva determinística de variação 
da resistência é obtida, conforme ilustrado na Figura (8-1). Considere o seguinte exemplo escalar: 


R(t) = Ro(l + At) (8.33) 


Neste simples exemplo, Ro é a variável aleatória que representa a resistência inicial. Se a taxa de variação 
A é também uma variável aleatória, então diferentes curvas de variação da resistência com o tempo são 
obtidas para cada realização A = a desta taxa. A resistência R(t), neste caso, é o que se chama de um 
processo estocástico parametrizado. As funções de probabilidade e os momentos estatísticos do processo 
R(t) mudam ao longo do tempo, mas toda a incerteza deste processo é descrita por duas variáveis 
aleatórias, Ro e À. 

Exemplos de variação paramétrica de resistência em problemas estruturais são taxas de corrosão ou 
de propagação de trincas representadas por variáveis aleatórias. 


Variação estocástica da resistência 


Nos exemplos acima, quando a taxa de variação da resistência com o tempo é um processo estocástico, a 
resistência R(t) será também um processo estocástico: 


R(t) = Ro(1 + A(O) (8.34) 


Isto significa que a taxa de variação da resistência muda ao longo do tempo, e portanto a variação 
da resistência com o tempo não é mais determinística. Torna-se necessário determinar, através do uso 
de ferramentas apropriadas, a maneira como as distribuições de probabilidade de R(t) mudam ao longo 
do tempo. Em geral, isto significa resolver um problema de equações diferenciais estocásticas, o que está 
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fora do escopo deste texto. O resultado, no entanto, é uma função de densidade de probabilidades que 
varia com o tempo, chamada de função de densidade de probabilidades transitória ( Transition Probability 
Density), fr(r,t). 

Exemplos de variação estocástica de resistência estrutural são taxas de corrosão ou de propagação de 
trincas representadas por processos estocásticos. 

Em geral, a variação (estocástica) da resistência com o tempo é lenta em comparação com a variação 
dos processos de carregamento. Isto significa que, em alguns casos, é possível representar um processo de 
variação como o descrito na equação (8.34) por um processo aproximado como na equação (8.33). 


8.4.2 Teorema de probabilidade total 


Seja a resistência da estrutura uma função de um vetor de variáveis aleatórias R, constante no tempo ou 
com função de degradação determinística (p.e. com variação paramétrica). Uma barreira distinta r(t) é 
obtida para cada realização R = r do vetor de variáveis aleatórias, conforme a Figura (8-4): 


r(t) = função de resistência[r,t] 


Para cada realização r, o modelo de falha à primeira sobrecarga (equação 8.19) forneçe uma probabi- 
lidade de falha condicional: 


T 
P(T |)=Pe(o)+(1— Pe(r)(1 — exp -f “aja ) (8.35) 


A probabilidade de falha para resistência aleatória é obtida através do teorema da probabilidade total 
(equações 2.5 ou 2.54): 


PÁT) = /. PHT | v)fn(r)dr (8.36) 


Esta integral é muito semelhante à integral que caracteriza o problema de confiabilidade independente 
do tempo (equação 3.29). Ela pode ser avaliada, a princípio, por simulação de Monte Carlo. No entanto, 
é importante observar que cada ponto de integração da equação (8.36) representa uma solução do modelo 
de falha a primeira sobrecarga para uma barreira condicional. Quando a dimensão do vetor R é grande, 
ou quando o problema envolve mais de um processo estocástico de carregamento, a integração direta de 
(8.36) se torna proibitiva. Além disto, esta solução é específica para um tempo t, e prescisa ser repetida 
para se determinar a probabilidade de falha ao longo da vida da estrutura.Por isto, esquemas alternativos 
para a integração de (8.36) foram desenvolvidos. 






PS 
realizações de R(t) 


Sal) 











realização de S(t) 


Fsls,t) 


Figura 8-4: Problema de confiabilidade estrutural com variação paramétrica da resistência. 


8.4.3 Integração rápida de probabilidades 


Seja g(R, S,t) a equação de estado limite da estrutura. O problema de confiabilidade estrutural pode 
ser formulado em termos do mínimo da função g(R, S,t) em um determinado intervalo de tempo (0, T) 
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(Madsen, 1986). Para uma realização R = r, a probabilidade de falha é dada pela probabilidade de que 
o mínimo de g(r, S,t) seja menor do que zero: 


P(T = P| min < ; 
f(7 |) entende E )<0 (8.37) 
Seja Rn+1 à v.aà. que representa o valor deste mínimo: 


Rara =— Ein ate, 5, t) (8.38) 


O valor rn +11 = O representa o limite entre falha e sobrevivência da estrutura, de forma que uma equação 
de estado limite aumentada pode ser escrita apenas em função de variáveis aleatórias: 


9(L;Tn41) = "n41 =0 (8.39) 


Note que a variável aleatória R,-,1 dependente da realização R = r, e portanto depende do vetor R. Isto 
significa que a equação aumentada g(R, R,+1) depende explicitamente de R,+1 e implicitamente de R. 


Com estas preliminares, a equação (8.36) pode ser re-escrita como: 


P(T) = fo” asim seS)<0 fr(x)dr 


[LP Basa < 0) frrjdr 
se froalra |7)fr(r)dr (8.40) 
9(r;rn+1)<0 


onde fr,.i(Tn+1 | r) é a função de densidade de probabilidades da variável Rn4y1 e fr(r) é a função de 
densidade de probabilidades conjunta das v.a.s de resistência. À equação (8.40) é idêntica à integral de 
confiabilidade independente do tempo (equação 3.29), e portanto pode ser resolvida por FOSM, FORM 
ou SMC. A solução de (8.40) ao invés de (8.36) é chamada de integração rápida de probabilidades (fast 
probability integration) de Wen e Chen (1987). 


Esta formulação permite a solução de problemas de confiabilidade dependente do tempo utilizando 
técnicas de confiabilidade independente do tempo. No entanto, ela requer conhecimento da função de 
distribuição condicional fr, ,(rn+1 | r). Recorde que os métodos FOSM e FORM estão baseados em 
uma transformação do vetor R para o espaço normal padrão Y, que pode ser escrita como: 


Y=]y (RMS) 


A transformação de R,+1 para o espaço normal padrão resulta: 


Ya = O! [Fria (Pn4a | 1) (8.41) 


onde Y, 1 é uma variável normal padrão adicional, independente das demais variáveis Y. O valor limite 
da variável adicional Y, 1 é obtido para rn41 = 0: 


” [Fra (O | r)] 


JE 
= SP Ran <0)] 
9 [PT | 1) (8.42) 


Yn41 


Portanto, a equação de estado limite adicional no espaço Y, g(y, Yn+1) = 9(y?), deve ser: 


8) = gua SPT In) 
= qua — O HPAT | Try y + MPS) (8.43) 


g(y 





Resulta que a equação (8.40) pode ser resolvida via FOSM ou FORM sem o conhecimento da dis- 
tribuição condicional fr, ,,(rn+1 | r). O problema aumentado é solucionado incluindo a variável Yaya, 
com distribuição normal padrão e independente de Y, e utilizando a equação de estado limite (8.43). 


O problema aumentado pode ser resolvido utilizando o algoritmo HLRF (Hassofer e Lind, 1974; 
Rackwitz e Fiessler, 1978). Para tanto, necessita-se conhecer o gradiente da equação de estado limite 
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aumentada em Y, Vg(y”). O último termo deste gradiente é: 


Og(y*) 


Ôyn+1 


Os demais termos podem ser calculados a partir da equação: 


dg(y*)  (Jy)P:VPHT | 1) 
Oy = Und) (68 


onde q(.) é e distribuição de densidade de probabilidade Gaussiana e VP(T | r) é o gradiente da 
probabilidade de falha dependente do tempo (equação 8.35) em relação às variáveis de projeto. Este 
gradiente pode ser avaliado por diferenças finitas. 

A avaliação da probabilidade de falha através da equação (8.40) e do algoritmo HLRF envolve a 
solução do modelo de falha à primeira sobrecarga em (nv + 1)n;; pontos, onde n,.y é o número de variáveis 
aleatórias e n;; é o número de iterações necessárias para convergencia do algoritmo HLRF. Ainda que 
muito menor do que em uma solução via simulação de Monte Carlo, este número de avaliações pode 
ser ainda muito grande, especialmente em problemas multi-dimensionais não-estacionários. A solução 
também pode apresentar problemas de convergência devido ao reduzido valor das probabilidades de falha 
condicionais (equação 8.35), especialmente quando a variância de R é grande (Rackwitz, 1993; Marley e 
Moan, 1994). 








8.4.4 Aproximação da taxa de passagens média pelo envelope 


Como pode ser percebido, a consideração da incerteza da resistência ou dos parâmetros de sistema agrega 
um grande nível de dificuldade à solução de problemas de confiabilidade estrutural. Desta forma, é impor- 
tante desenvolver alternativas à solução formal, ainda que estas alternativas sejam soluções aproximadas, 
válidas em limitadas situações. 

Na solução formal do problema de confiabilidade estrutural com incerteza na resistência, a taxa de 
passagem pela barreira é integrada sobre o tempo, e a probabilidade de falha condicional é integrada 
sobre a distribuição de resistência. Esta solução é significativamente simplificada quando a ordem das 
integrações é alternada. 

Na assim chamada ” aproximação da taxa de passagens média pelo envelope”, ou “ensemble crossing 
rate approximation” (Wen e Chen, 1989), a taxa de passagens pela barreira é integrada sobre a resistência, 
e a taxa (média sobre o envelope) resultante é então integrada no tempo. De forma genérica, pode-se 
escrever: 


vEntt) = vt (rt) fr(rt)dr (8.45) 
R 


A taxa de passagens média, para uma barreira aleatória, pode ser determinada diretamente através de 
qualquer formulação que inclua os parâmentros de resistência na avaliação da taxa de passagens, por 
exemplo a formulação que resulta em um sistema em paralelo (equação 7.49): 


d 
do 
A formulação (8.46) indica explicitamente que a taxa vi p(t) envolve uma barreira aleatória (resistência 


R) 


vip(t) = — PolX(t) >0NX(t) +0X(t) > R] : (8.46) 


=0 


Quando (ou se) as ultrapassagens pela barreira aleatória ocorrerem de forma independente, a hipótese 
de Poisson pode ser utilizada, a integração sobre o tempo resulta: 


Pit) < PB) + (1 di | / vbolojdo)|) (8.47) 


Para barreiras aleatórias, como se verá mais adiante, está hipótese raramente pode ser utilizada. 

A aproximação da taxa de passagens média (ECR - Ensemble Crossing Rate) consiste em aproximar a 
taxa de chegadas da primeira ultrapassagem pela barreira aleatória pela taxa média sobre as realizações 
do processo e da barreira (Pearce e Wen, 1984). Citando Wen e Chen (1989), esta solução é uma 
aproximação porque: 


“A realização da resistência permaneçe a mesma, ao invés de mudar entre as aplicações de 
carregamento, como seria de se esperar em um processo de falha de Poisson. Negligenciar esta 
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dependência devida à resistência geralmente leva a uma super-estimativa da probabilidade de 
falha.” 


Portanto, tomar a média sobre a resistência torna a taxa de passagens ”dependente”, e para salientar 
este fato, o índice pp - para Ensemble e Dependent - é utilizado na equação (8.45). 


8.5 COMBINAÇÃO DE CARREGAMENTOS 


O problema de combinação de carregamentos consiste em determinar um carregamentro equivalente 
que represente o efeito combinado de dois ou mais carregamentos estocásticos atuando em conjunto ou 
individualmente de uma maneira puramente aditiva. O problema tem especial importância na definição 
de fatores de segurança parciais em normas técnicas 


8.5.1 Caso geral (Point-crossing formula) 


Sejam Xi(t) e Xs(t) dois processos de carregamento estocásticos estacionários e mutuamente indepen- 
dentes. A distribuição de probabilidades do processo soma X(t) = Xi(t) + Xs(t) pode ser determinada a 
partir da taxa vY(b) de passagens deste processo por uma barreira b, através da equação (7.44). Quando 
Xi(t) e Xo(t) são Gaussianos o problema é trivial, pois X(t) será também Gaussiano, e seus parâmetros 
podem ser determinados diretamente a partir dos parâmetros de Xi(t) e Xa(t). 

No caso geral, no entanto, um solução aproximada pode ser obtida através da fórmula de Rice apli- 
cada ao processo soma X(t). Como X(t) = Xi(t) + Xo(t) e X(t) = Xi(t) + Xo(t), à distribuição de 
probabilidades conjunta fyx-(x,) pode ser expressa em termos de fy x (21,1) e fx,x,(V2,%2) através 
de uma integral de convolução: 


saio / fes (ué) fox (2 — ddr dudãa (8.48) 


observando-se que u = m, 129 = v—u, &y = zm. Utilizando a fórmula de Rice (equação 7.38) e 
mudando a ordem de integração pode-se re-escrever (8.48) como: 


vio) = [ pá j nto) Leoa (20) Exa (O — U, da )dadinda 
—o0 J-oo Jio=—&t1 


Esta equação dificilmente pode ser resolvida de forma analítica. No entanto, uma aproximação con- 
servadora pode ser obtida integrando por partes e ampliando os limites de integração conforme segue: 


vY(b) — ) K / TifxX (u, 1) fx,Xo (b = u, to )diy diadu 
+[ / l Tofy,X (u, Zi) fx, xo (D — u, to )disdidu 
—oo J—oco JO 


o que, integrando em relação a £4 e k9fornece: 


oo oo 
vt < ok) flb=u)dur [vtd fe, (ada (8.49) 
am +] ha O 
onde vx, (b) é a taxa de passagens do processo X;(t) pela barreira b. A função fx,(x) é a função de 
densidade do process X;(t) para um ponto arbitrário no tempo, também chamada de distribuição de 
ponto arbitrário. A equação (8.49) é conhecida como point-crossing formula. 
Procedendo de maneira semelhante, obtém-se a taxa de passagens para a soma de 3 processos estocás- 
ticos (Larrabee e Cornell, 1981): 


(0,0) (6,0) 


sis / “a tdfislo = a)di+ df vt (u)fas(b — u)du + / vt (u)fo(b-u)du (8.50) 


— oo — oo 88, 
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onde 


foto) = [ “ Palo (e= ada 


é a distribuição de ponto arbitrário do processo soma X;(t) + X;(t). 

As equações (8.49 e 8.50) são exatas para algumas combinações de carregamento. Isto inclue o caso 
em que os processos possuem distribuição discreta (e.g., processos de pulsos ou de onda quadrada de 
Poisson). Em geral, (8.49 e 8.50) são exatas sempre que os processos na soma satisfaçam (Larrabee e 
Cornell, 1981): 

P[X;>0NX;<0)=0 (8.51) 


para todos os processo 1, j e tempos t. A equação (8.51) expressa matematicamente a condição necessária 
para que um processo não anule uma ultrapassagem de barreira por outro processo. 

Quando os processos X;(t) são contínuos, as equações (8.49 e 8.50) podem ser utilizadas como aprox- 
imação. 

O erro máximo desta aproximação pode ser determinado a partir de uma combinação de processos 
Gaussianos. Quando aplicada à soma de dois processos Gaussianos, com função de densidade de proba- 
bilidades dada por (2.36) e taxa de passagens pela barreira dada por (7.44), a equação (8.49) resulta: 


onde uy = x, Hx, qa 0 +0%,» como pode ser facilmente verificado. Comparando esta expressão 
diretamente com a equação (7.44), aplicada ao processo soma com [iy,0 x, obtém-se a razão entre os dois 


resultados como: 
0x4 + 0 Xo 


fa 2 
0 +O%, 


Esta expressão resulta em um erro máximo igual a 2 quando o x, = 0x, Para outras combinações de 


(8.52) 


dois carregamentos, o erro é em geral menor do que V2. Para uma combinação de 3 carregamentos, o erro 
será menor do que 3. Generalizando, para n carregamentos o erro máximo da point-crossing formula é 
vn. 

As equações (8.49 e 8.50) podem ser extendidas para combinações de mais de 3 carregamentos, e para 
combinações não lineares e processos não estacionários (Ditlevsen e Madsen, 1983). 


8.5.2 Combinação de carregamentos discretos 


A equação (8.50) é exata para combinações de carregamentos discretos, mas torna-se difícil de avaliar 
quando mais de 3 carregamentos atuam na estrutura. Para carregamentos discretos, fórmulas mais 
práticas podem ser utilizadas. 

Consideremos o caso de combinação de carregamentos do tipo renovável (mixto), com pulsos retor- 
nando a zero ao final de cada aplicação. Para estes processos, a taxa de passagens pela barreira é: 


vi (bd) = vq(l-— Fi(b)) 
— vg Pi(b) 


onde: 
q; é a probabilidade de pulso de intensidade não-nula; 
v;q; é à taxa observável de chegada de pulsos (de intensidade não-nula); 
v; é a taxa de chegada do pulsos de Poisson; 
Pi(b) = 1 — F;(b) é a probabilidade de que o pulso seja maior do que b e 
= é a duração média dos pulsos (de intensidade não-nula). 
Observe que o produto v;d; = q; define o aspecto do processo. Com v;d; = q; — 1 tem-se uma onda 
quadrada e com v;d; = q; — 0 tem-se um processo de pulsos esparsos. 
Para uma combinação de n processos mixtos, a taxa de passagens pela barreira é dada por (Rackwitz, 


1985): 
vi(b) => va (PIS; e Dj] - PI(S e Dj)N(Se Dp]) (8.53) 
i=1 
onde S é o vetor de carregamentos, S; é o vetor de carregamentos dada renovação (chegada de pulso) no 
carregamento 1. Esta equação é difícil de avaliar na forma em que se apresenta. Uma aproximação desta 


198 ANDRÉ T. BECK, CONFIABILIDADE DEPENDENTE DO TEMPO 


expressão para dois pulsos é dada por (Wen, 1977a): 
vb) = A Pi(b) + As Po(b) + Ao Pro(b) (8.54) 


onde: 
A; é a taxa de ocorrência do i—ésimo carregamento somente; Ao é a taxa de coincidência de dois pulsos; 
Pio(b) é a probabilidade de exceder a barreira b dado a coincidência de dois pulsos. 

Ultrapassagens de barreira segundo a equação (8.54) correspondem à: processos 1 e 2 atuando indi- 
vidualmente (1º e 2º termos) e ambos processos ativos (3º termo - coincidência de pulsos). A equação 
(8.54) pode ser generalizada para n processos de carregamento: 


n n—l nm n—2 n—1 n 
vb) =D MP) +, Do APDO DO, Do MjPign(b) + (8.55) 
1=1 i=1 j=i4+1 1=1 9=i41 k=9+4+1 


A taxa A;;; corresponde a coincidêndia de 3 pulsos. Obviamente, quanto mais esparsos os pulsos 
(vid; — 0), menor é esta taxa, e menos termos da série (eq. 8.55) prescisam ser considerados. 

A determinação da probabilidade de falha condicional P;;,.(b) envolve apenas variáveis aleatórias, e 
portanto pode ser realizada através de métodos de confiabilidade independente do tempo, como FORM, 
SORM ou SMC. Portanto, a equação (8.55) pode ser aplicada a problemas bastante complexos. Note 
que como a parcela off dos processos já foi incluída na taxa de chegada dos pulsos (termos v;g;), à 
determinação da probabilidade condicional P;;x(b) deve ser feita com base na distribuição original da 
variável clipada, i.e., a distribuição que caracteriza a parte não nula da intensidade. 

Para processos mutualmente independentes, as taxas À são calculadas como: 


A; = vg [| p; — v;g5di) 


Ii 
Ay = vmoay(di+d;) TT lei 
hAjfi 
Ajk = Viqv;qguega(did; + didk + d;dk) IH [pi] (8.56) 


Itkifi 


Quando os pulsos são de curta duração (d; pequeno), o termo v;q;d; dentro do produtório na primeira 
linha de (8.56) pode ser desconsiderado. Isto já foi feito na segunda e terceira linha para simplificar as 
taxas A;; e A;jk- Quando os pulsos são esparsos (v;d; — 0), os termos dos produtórios tendem a 1 e 
portanto podem ser ignorados. 

A solução expressa na equação (8.55) aproxima a solução de (8.53). Esta aproximação é particular- 
mente boa quando os processos são esparsos. Na prática, a equação (8.55) forneçe ótimos resultados 
mesmo quando a fração ativa de cada processo é da ordem de 0.2, para níveis razoavelmente altos da 
barreira (Larrabee e Cornell, 1979). 

Soluções para pulsos não-retangulares e para dependência entre pulsos são apresentadas por Wen 
(1977b, 1981, 1990). Soluções para processos dependentes são apresentadas em Wen (1981). Soluções 
envolvendo combinações de processos discretos com processos contínuos são discutidas em (Pearce e Wen, 
1984; Winterstein e Cornell, 1984). 


8.5.3 Regra de Turkstra 


Uma solução empírica para o problema de combinação de carregamentos pode ser derivada da regra 
determinística de combinação de carregamentos de Turkstra (1970). Esta regra permite formular uma 
sequência de problemas de confiabilidade independentes do tempo como aproximação para a solução do 
problema de combinação de carregamentos estocásticos. A regra vale para o problema de determinar o 
valor máximo de um processo de carregamento formado pela soma linear de n processos componentes: 


X (8) = Xi(t) + Xo(b) + + Xn(t) (8.57) 


A regra de Turstra pode ser derivada da combinação de processos de Borges (Turkstra e Madsen, 1980) ou 
da point-crossing formula (Larrabee e Cornell, 1979). De forma pouco rigorosa, a regra de Turkstra afirma 
que o valor máximo do processo X(t) pode ser aproximado pela máxima combinação do valor máximo 
de um dos processos componentes (X;(t)) com o valor de ponto arbitrário (arbitrary point-in-time value) 
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x i(t) dos demais processos componentes: 
max[X] = max max[X;| + | D E (8.58) 


A regra de Turkstra pode ser utilizada diretamente na solução de problemas de confiabilidade envol- 
vendo mais de um carregamento estocástico. Um conjunto de problemas de confiabilidade independente 
do tempo é formulado considerando a distribuição de valores extremos de um dos processos combinado 
com a distribuição original dos demais processos. Isto dá origem a um total de n problemas de confi- 
abilidade independente do tempo, que podem ser resolvidos por FORM ou SORM. Em cada um dos n 
problemas, a distribuição de máximos de um dos processos componentes é considerada. As funções de 
estado limite para os n problemas de confiabilidade independente do tempo são: 


m(RX)=BR)-S|Xr+ >) X; (8.59) 
j=1,j4i 


onde X7, é a v.a. valor máximo do i—ésimo processo componente no intervalo [0,'T] e X; é o valor de 
ponto arbitrário do j—ésimo processo componente. 

A probabilidade de falha final é a maior dentre as n probabilidades de falha. A expressão (8.58) é 
não-conservadora, de forma que esta solução forneçe um limite inferior da probabilidade de falha real do 
problema. Um limite superior da probabilidade de falha sempre pode ser calculado considerando-se que 
os máximos de todos os carregamentos coincida: 


Ju(R,X) = R(R) — S [E Xr) = 0 (8.60) 


A solução é aproximada, mas é adequada para calibrar normas técnicas devido à sua simplicidade. 


8.6 PROBLEMAS MULTI-DIMENSIONAIS 


The First Passage failure probability model reviewed earlier can be generalized to problems involving 
more than one load process. À general problem of time variant reliability analysis involves evaluating the 
probability that a vector random load process S(t) exceeds the uncertain or random resistance R(t) of a 
structure or structural component at any time during the structure's life: 


P(D) =P Bin 9(R, S,t)<O0 (8.61) 
where g(r,s,t) = O defines the failure surface which divides the failure (r,slg(r,s,t) < Ok and survival 
te, slg(r,s,t) > 0) domains. The problem is depicted in figure ?? for a scalar load and resistance. 

In the context of Structural Reliability, these problems are referred to as multi-dimensional or multi- 
variate problems, in contrast to scalar problems involving a single load process. The up-crossing rate 
concept is generalized to that of an out-crossing rate, i.e., the rate at which the random vector load 
process crosses out of a safety domain. 

Multi-variate solutions for out-crossing rates are based on a generalization of the result (equation ??) 
by Rice (1954). For the multi-dimensional problem, Rice's result is generalized as (Belyaev, 1968): 


vb(r) = ! EIS| S(t) = s]* fs(s)ds 
g(r)=0 


= fa R x fos(8 7) dr ds (8.62) 
g(r)= 
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where S(t) is a vector load process, D; = (slg(s) < 0J is the failure domain, g(s) = O is the failure domain 


boundary (also called failure surface) and E[S| S(t) = s|* fs(s) is the local (out)-crossing rate. Evaluation 
of the mean out-crossing rate through equation (8.62) is not a straightforward task. Some closed form 
results exist for stationary Gaussian load processes and for geometrically simple failure surfaces (several 
references in Hagen and Tvedt, 1991; Melchers, 1999). The solution becomes increasingly involved when 
(not necessarily in this order): 


1. the failure surface or limit state function is not given in closed form but is numerical (eg. finite 
element model); 


the failure surface is uncertain (i.e., when it is a function of resistance /system random variables); 
the failure surface is time dependent (problem of resistance degradation); 


the load processes are not stationary; 


Gta Dee ie IO 


the load processes are non-Gaussian. 


When the failure surface is time dependent and/or when the load processes are not stationary, out- 
crossing rates in eq. (8.62) become time dependent. Hence, integration of local out-crossing rates over the 
failure surface has to be repeated over time. When the failure surface is uncertain, out-crossing rates in 
eq. (8.62) become conditional crossing rates, conditional to a particular outcome R = r of the resistance 
random variables. Generalizing (8.62) for a time-variant resistance one obtains: 


vp(r,t) = HH E El(S-g(r,t))| S(t) = s]* fs(s)ds (8.03) 


The unconditional failure probability is obtained by taking the expectation over the resistance random 
variables, just as in the scalar case. Putting it all together and neglecting P,,, solution of a typical 
problem becomes: 


PT) f. E q | IA e (a Taa(sco)do | 15 a | felrdr (864) 


This solution can be described as a nested integration of (1) local out-crossing rates over (2) conditional 
failure surfaces, over (3) time and over (4) resistance random variables. The difficult nested integration 
in (8.64) was written explicitly to stress the point that solution becomes very involved. If the failure 
surface is numerical or if it cannot be approximated by any of the simple geometrical forms for which 
closed form solutions are available, solution of equations (8.63 and 8.64) has to be performed numerically. 
Some of these solutions are reviewed in the sequel. 


8.6.1 Nested FORM/SORM 


When the components of the random load vector are stationary and ergodic Gaussian processes, com- 
putation of out-crossing rates through equation (8.62) can be simplified by approximating the failure 
surface by a linear or quadratic surface at a FORM-type linearization point (Madsen and Tvedt, 1990). 
This allows the mean out-crossing rate to be approximated analytically. For the linear approximation, 
for example, one obtains: 


' 2 
vb(B)= ——L exp (-55) (8.65) 


where 8 = a” .y% is the reliability index, V(t) = a” . Us(t) is the load process in direction o7, ys = T(s) 
is a transformation to the standard Gaussian space, Us(t) is the standard Gaussian load vector, a” are 


direction cosines at point y; and, finally, y; is the solution to the optimization problem: 


minimize: y2 
subject to: g(ys)=0 (8.66) 


The Fast Probability Integration technique can be employed to take the expectation over the resistance 
random variables. This converts the two outer integrations in equation (8.64) in an augmented FORM 
problem: 
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minimize: [(Yro Yns1)| 
subject to: (Ye; Ynr1) = 0 (8.67) 


where y, = T(r) is the standard Gaussian resistance vector and yn41 = D![PHT|T-!(y,))] is an 
auxiliary variable. 

Hence, a nested application of FORM (or SORM) is obtained. Such a nested solution can be quite 
involved numerically and is suitable only for small variabilities in R (Rackwitz, 1994). For non-stationary 
loads or time-variant limit state functions, the inner FORM integration has to be repeated over time, the 
numerical effort implied in the nested FORM solution may become prohibitive and results may become 
unreliable. 


8.6.2 Directional simulation 


A distinct numerical solution to the problem stated in equation (8.64) is obtained by directional simulation 
(Melchers, 1992). In this solution, a scalar problem is obtained for each simulated direction a. The scalar 
problem is solved analytically or by radial sampling. The failure probability is obtained by averaging 
scalar solutions over the simulated directions a: 


P(T) = futato) [/, Ps(vla) - fuia(elojdo| da (8.68) 


with V = R/A-cte being a radial variable. This solution involves evaluation of the resistance distribution 
in each simulated direction a, fyja(v|a) and the directional probability of failure: 


T 
Pe(vla) = Pe(vla) + E — exp -Í “btteja |) (8.69) 


where: 
vplvla) = EIS(t) -n(rlo)]" fs(r) (8.70) 


This solution is significantly simplified when the expectation over R is taken over the mean out- 
crossing rate: 


vt(o) = / “EIS(O -n(ro)]* fs(r) fuia(rlo)dr (8.71) 


since the unconditional out-crossing rate is then obtained directly by an integration over a: 
+iJy- + 
vbls)= | fala) viblada (8.72) 
A 


It is noted that equation (8.71) represents the EUR approximation applied in the directional simulation 
solution of multi-variate problems. 


8.6.3 Computation of crossing rates by parallel system sensitivity analysis 


A general and practical solution of the out-crossing problem was presented by Hagen and Tvedt (1991), 
based on unpublished results by Madsen (Danish Academy of Sciences). Tt applies to problems involving 
general types of stationary or non-stationary but differentiable load processes. It transforms the out- 
crossing rate calculation in a FORM or SORM computation of the sensitivity of a time-invariant parallel 
system. 

An out-crossing of a general differentiable vector process S(t) corresponds to a zero down-crossing of 
the scalar process G(r,S,t), which can be calculated as (note similarity with equation ??): 


1 
vb(r,t) = lim P[G(r,S,t) > 0NG(r,S,t+ At) <0] (8.73) 


which in words means: 


“the probability of having an out-crossing in the vanishing time interval (t, t + At), which 
is equal to the probability that process S(t) is in the safe domain at time t and crosses out of 
the safe domain during interval At.” 
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Equation (3) is useful to formulate the problem, but it is no good for computational purposes, as will 
be seen in the sequel. A better formulation is obtained by expanding G(r,S,t) = 0 to first order at t: 


G(r,S,t+ AL) = G(r,S,t) + ALG(r, St) (8.74) 
Replacing equation (8.74) in (8.73) leads to: 


vblr,t) = Jim, Plot, SD >0NC(r,S,!) + AtG(r,S,?) <0] (8.75) 


which can also be written as: 


EA 1) PIG(r,S,t) <ONG(r,S,H) + AtG(r,S,t) <0) 
vp(r,t) À 


= lim Ee (8.76) 
RAR -PIG(r,S,) <0NG(r,S, 0) <0] 
A Figura (8-5) mostra os eventos associados às probabilidades expressas na equação (8.76). Esta 
equação representa uma aproximação em diferenças finitas da derivada da probabilidade de falhas do 
sistema parallelo em colchetes. Isto permite escrever: 


d a E 
ve = Er PolG(r,S,t) <ONG(r,S,t) + 0G(r,S,t) <0] (8.77) 
9=0 
onde Py[-] é a probabilidade associada ao systema em parallelo e 4 Po[]lp-o representa a medida de 
sensibilidade desta probabilidade. 


Equation (8.77) can be evaluated by FORM or SORM using the limit state functions: 


ma(r,S,t) a G(r,S,t) 
mo(r,S,t) = G(r,S, 1) +0G(r,S,t) (8.78) 


The only requirement is that the algorithm for computation of sensitivity factors be capable of identifying 
sensitivity due to rotation of the limit state function. 


The solution is very general and practical, and can be applied for Gaussian and non-Gaussian, station- 
ary and non-stationary load processes, and for time-variant limit state functions. When the problem is 
stationary, only one evaluation of (8.77) is necessary, whereas for non-stationary problems this evaluation 
has to be repeated over time. The solution in equation (8.77) is conditional on a particular outcome r of 
the resistance random variables, and that has been made explicit in the formulation. 


With the parallel system sensitivity solution, it is particularly simple to calculate ensemble crossing 
rates (i.e. crossing rates that are averaged over R.It suffices to include the random resistance variables 
in the parallel system sensitivity analysis: 


PyIG(R,S,t) <ONG(R.S,t) + OG(R,S,t) <0] (8.79) 
0=0 


+(n) — 
vp(t) = do 
Computation of (8.79) represents little extra. effort in comparison to (8.77), due to the increased 
dimensionality of the problem. The whole solution, however, is still very simple. It takes a couple of 
time-invariant sensitivity analysis over variables R and S (for a time-variant barrier) and a numerical 
integration over time. It is important to note that implied in equation (8.79) is, of course and again, the 
EUR approximation. 


In (Hagen, 1992) the parallel system approach is compared with Laplace asymptotic solution and 
with approximate formulas for the computation of crossings of a scalar Gaussian process trough a time- 
dependent barrier. Der Kiureghian and Li (1996) employ the parallel system formulation in non-linear 
random vibration analysis. Vijalapura et. all (2000) use the parallel system formulation in the analysis 
of hysteretic oscillators with uncertain parameters. In (Der Kiureghian, 2000) it is used to compute 
out-crossing rates in context of a discretization of the load processes into a set of correlated random 
variables. 
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G()+0G(1)=0 





Figura 8-5: Parallel system computation of crossing rates. 


Example 


The ideal rigid-plastic frame studied in (Melchers, 1992 and Ditlevsen, 1983) is considered as an applica- 
tion example. The frame is loaded by stochastic load processes Si(t) to Ss(t) as shown in Figure (22). 
The processes are assumed stationary, continuous, Gaussian distributed with mean vector: 


Lg = (1, 1, Pd 
and covariance matrix: 
1 0.5 0 
Css(T) = 0.25R(t) 1 0 
sym 1 


where the correlation function is taken as: 


R(t) = exp [- |r]] 





(1) (2) 


(Q) (4) 


Figura 8-6: Quadro rigido-perfeitamente plástico com multiplos modos de falha. 


The uncertain structural resistance (strength of the plastic hinges) is represented by random variable 
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R. The collapse mode equations (limit state functions) are: 


Gi(t) 4R-Si(t)=0 
Ga(t) = 4R-Sa()=0 
Ga(t) = 6R-Ss()=0 
Gu(t) 8R- Sit) - Sa(t) =0 


Frame failure is characterized if any of the four limit state functions is violated. Hence, the limit state 
function for the series system is: 
m 
G(t) = minfG: (1) 
i= 
For a series system, the load process derivative solution for out-crossing rates is (Hagen and Tvedt, 
1991): 


d o a 
vb(t) = o 5 P [Na ss (G5(t) > ON mia(t) <0Nmi2(t,0) <0)] (8.80) 
i=1 9=0 
where the safety margins for the parallel system computation are: 


ma(t) = Git) 
miz(t,0) = Gi(t) +0Gi(t) 


The parallel system solution in equation (8.80) involves 5 component limit state functions, i.e., 3 
limit state functions of the original series system and the two limit state functions for the parallel system 
crossing rate computation. Hence, computation of the crossing rates using equation (8.80) requires an 
algorithm capable of evaluation the intersection probability of 5 limit state functions. Probability bounds 
are generally not accurate enough for evaluating such multiple intersections. In this example, importance 
sampling is used in the computation. 

The solution is computed for varying values of the resistance parameters. Figure (8-7) shows crossing 
rate results for varying between 0.4 a 1.0 and varying between 0.0 and 0.09 (load process units). These 
results compare favourably with those of Melchers (1992), computed using directional simulation. Results 
shown in figure 10 where obtained using 104 (importance) samples in the parallel system crossing rate 
computation. 

These results where obtained using parameter . It is noted that the number of samples required in 
the parallel system evaluation (eq. 8.80) depends directly on the value of 6. For 6 smaller than 0.001, 
similar results are obtained, but requiring a (much) larger number of simulation samples. This is due 
to the narrowness of the failure domain. For or greater, incorrect results where obtained. For , correct 
results are obtained with a reasonable number of samples. 

The (ensemble) out-crossing rates in Figure (8-7) are the exact (to the accuracy of the computation) 
crossing rates for the random failure domain for any given time. However, using these out-crossing rates to 
compute (first passage) failure probabilities may lead to gross but conservative errors. Ensemble crossing 
rate error expressions presented in (Beck, 2005) can be used to estimate the error in this example. This 
can be done by estimating the ECR error for each limit state function individualy (in each case, a scalar 
problem). Figure (8-8) shows such error estimates for resistance parameters R = N(1.0,0.3) as a function 
of the number of load cycles (wot). It can be seen that the contribution to the ECR error is very much 
the same for each limit state function. Hence, one can expect the error for the frame out-crossing rate 
analysis to be of the same order of magnitude. 
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Figura 8-7: Failure probability results as a function of resistance parameters for ideal rigid-plastic frame 
problem. 
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Figura 8-8: Predicted ECR error for individual failure surfaces of ideal rigid-plastic frame problem. 
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Capítulo 9 


CONFIABILIDADE E AS 
NORMAS DE PROJETO 


9.1 INTRODUÇÃO 
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9.2 BREVE HISTÓRICO 


Nesta seção traçamos um paralelo entre os principais desenvolvimentos da teoria de confiabilidade estru- 
tural e a evolução das normas de projeto, mostrando como estes desenvolvimentos foram gradualmente 
sendo incorporados nas normas técnicas de projeto estrutural. 


Decada ou ano: 
Final de 1940 
até meados de 
1960: 


Final de 1960: 


1970: 


1975: 


Final de 1970: 


Anos 1980: 


1998: 
2001: 


2008: 


Eventos 

Desenvolvimentos teóricos. Problemas simples e abstratos. Primeiras noções de que 
coeficientes de segurança deveriam ser determinados com base na teoria de probabili- 
dades. 1963: comitê de normas da ACI percebe a necessidade de tratar incertezas em 
carregamentos e em resistências separadamente. Freudenthal, 1966: The analysis of 
Structural Safety. 

Convergência de interesses entre a comunidade científica, buscando aplicações para a 
confiabilidade estrutural, e os comitês normativos, buscando por formas mais racionais 
de gestão do risco em normas técnicas. Noção do índice de confiabilidade. Separação 
de incertezas em incerteza física e incerteza de modelo.1969: AISC e AISI iniciam pro- 
jeto conjunto para desenvolver uma norma semi-probabilística baseada nos conceitos 
do método de primeira ordem (FOSM); este projeto dá origem ao formato LRFD 
utilizado atualmente. 

Desenvolvimento de modelos probabilísticos de carregamento e de combinação de car- 
regamentos motivados diretamente pela aplicação à normas técnicas de projeto. 1972: 
ANSI A58 Load Standard provê mapas de contorno para carregamentos extremos de 
vento e neve em função do período de retorno. 

Comissão da comunidade européia estabelece programa com objetivos de eliminar 
dificuldades técnicas ao comércio e propiciar a unificação das normas técnicas entre 
os estados-membro - dando origem aos EFUROCODES. 

Dificuldades técnicas removidas (FOSM), incorporação das distribuições estatísti- 
cas (FORM), introduzido o conceito de otimização de risco em normas técnicas. 
Maior parte das ferramentas necessárias para a primeira geração de normas semi- 
probabilísticas (formato atual) já se encontram desenvolvidas. Tendência para pro- 
jeto baseado em estados limites encontra-se madura. Identificadas vantagens de se ter 
um conjunto único de especificações de carregamento para qualquer material estrutu- 
ral. 1978: Base técnica para o formato LRFD apresentado em uma série de artigos. 
1979: Avanços em análise de primeira ordem, modelos estocásticos de carregamento, 
estatísticas de ações e otimização permitem a determinação do primeiro conjunto 
de coeficientes parciais de segurança determinados probabilísticamente. Estes coefi- 
cientes são adotados na norma ANSI A58.1 de 1982 e posteriormente incorporados 
na norma ASCE 7-1988. 

Em 1980 surge a primeira geração de EUROCODES. Ellingwood e Galambos, 1982: 
Probabilistic based criteria for structural design, Structural Safety. 1984: Estados 
limites incorporados na norma brasileira NBR8681. 

ISO 2394: General principles on reliability for structures. 

Nova versão do EUROCODE: prEN1990: Basis of Structural Design. Apresentado 
projeto (piloto) de norma probabilística do JCSS. 

Atualização da NBR8681. 


9.3 AS NORMAS ANTIGAS 


As normas antigas (digamos, anteriores à década de 90) estavam baseadas em um formato que tornou-se 
conhecido como formato de tensões admissíveis: 


OESC 
OCADM = FS 


Este formato utiliza um fator de segurança central (F.S.) para criar uma margem de segurança entre 
a tensão resistente do material e a tensão de trabalho. Projeta-se a estrutura de forma que a máxima 
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tensão atuante seja sempre menor ou igual à tensão admissível. Em geral, projeta-se a estrutura com 
base em uma análise elástica. 

As normas antigas já reconheciam a existência de incertezas no projeto estrutural, e por isto a ne- 
cessidade de utilizar-se um fator de segurança central. No entanto, a maneira como estas incertezas 
eram abordadas nas primeiras normas mostrou-se bastante rudimentar. Sem entrar em detalhes, valores 
característicos são utilizados como valores representativos de resistência. Carregamentos representativos 
ou nominais são determinados em função de um período de retorno, período este relacionado com a vida 
projetada da estrutura. Combinações empíricas de carregamentos são utilizadas. 

Neste tipo de projeto, a segurança e a probabilidade de falha não são consideradas explicitamente. 
Admite-se apenas que as falhas são raras e os riscos são aceitavelmente baixos. Em verdade, logo se 
descobriu ser mais fácil projetar uma estrutura segura do que avaliar a probabilidade de falha da mesma. 
Ainda que o preço a pagar por esta negligência fosse o possível super- ou sub- dimensionamento da mesma. 


9.4 FORMATO SEMI-PROBABILÍSTICO DAS NORMAS AT- 
UAIS 


Ra > Sa 
9.4.1 Eurocode 
r n 
RI |ES ;di 9.1 
[E] > py a (9.1) 
9.4.2 Norma americana (LRFD) 


GRira] > Dus [ai] (9.2) 


Entre as equações (9.1) e (9.2) percebemos algumas diferenças e grandes semelhanças. 


9.5 DETERMINAÇÃO DOS COEFICIENTES PARCIAIS DE 
SEGURANÇA 


À segurança de uma estrutura projetada no formato semi-probabilístico das normas atuais é claramente 
uma função dos coeficientes parciais de segurança utilizados nas equações de verificação. O índice de 
confiabilidade, que é uma medida desta segurança, é portanto função destes coeficientes: 


8 = B(d, na.) 


O problema de confiabilidade dito direto consiste em encontrar o índice de confiabilidade 5 de uma 
estrutura, projetada por meio de determinado conjunto de coeficientes parciais $,Y1,72,... O problema 
inverso consiste em determinar os coeficientes parciais que resultam no índice de confiabilidade desejado 
(Batvo). Esta é a base do chamado problema de calibração de normas (veja seção ??). 

Devido a sua fundamentação na teoria de confiabilidade, o formato semi-probabilístico das equações 
de verificação das normas atuais passou a ser conhecido como medida de segurança de nível 1. Esta 
classificação se origina na comparação com medidas de segurança de nível 2 (FOSM - que assume dis- 
tribuições normais) e de nível 3 (FORM ou Monte Carlo - que permitem uso completo das distribuições 
estatísticas), conforme apresentado na tabela 3.5. 

Os coeficientes parciais de determinada equação de verificação (nível 1) são determinados a partir 
de avaliações do índice de confiabilidade realizadas em nível 2 ou 3. À determinação destes coeficientes 
com base em análise de nível 2 (FOSM) tem suas limitações, mas resulta em algumas equações analíticas 
interessantes. A comparação com resultados de nível 3 (FORM ou SMC) é certamente mais apropriada 
em aplicações práticas. 

Para efeitos de determinação dos coeficientes parciais de segurança, consideremos uma estrutura pre- 
viamente dimensionada, e com índice de confiabilidade definido e conhecido (8,100). Estando a estrutura 
dimensionada, o ponto médio, as distribuições de probabilidade e o ponto de projeto estão fixos e definidos, 
conforme a figura xx. À equação de verificação e os coeficientes parciais correspondentes podem ser es- 
pecificados para qualquer ponto sobre a equação de estado limite, pois em qualquer destes pontos temos 
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a igualdade entre a resistência e a solicitação de projeto. No entanto, é natural que esta verificação seja 
feita no ponto de projeto, ou pelo menos na vizinhança deste. Isto equivale a projetar a estrutura na 
configuração limite de maior probabilidade de ocorrência (em concordância com a definição do ponto de 
projeto). 


9.5.1 Determinação a partir de análise em nível 2 (FOSM) 


Recordemos que uma análise de confiabilidade de primeira ordem e segundo momento (FOSM) consiste 
em encontrar o chamado ponto de projeto y*; o índice de confiabilidade 5 vem a ser a distância entre este 
ponto e a origem do espaço normal padrão (veja seção 4.2). A solução está baseada na transformação de 
Hassofer e Lind (eq. 4.1), de forma que as coordenadas do ponto de projeto, no espaço de projeto X, são: 


* * 
Ti; = Ux, TWOx; 


para à = 1,...,n e sendo n o número de variáveis aleatórias do problema. Utilizando a equação (4.12), 
esta expressão fica: 


onde Vx, é o coeficiente de variação da variável X; e os a; são os cossenos diretores do hiperplano tangente 
à equação de estado limite no ponto de projeto (eg. 4.11). 


Uma vez determinado que o ponto de verificação seja o ponto de projeto, e conhecidas as coordenadas 
deste, os coeficientes parciais da equação de verificação podem ser determinados em relação a qualquer 
outro ponto (ponto de referência) do espaço amostral. O ponto de referência pode ser o ponto médio ou 
o ponto correspondente aos valores característicos ou nominais das variáveis de resistência e solicitação. 


Referência no ponto médio 


Quando aplicados aos valores médios, os coeficientes parciais dão origem a toda a margem de segurança 
do dimensionamento. Nesta situação, os coeficientes parciais são determinados a partir de: 
Ox,ltx, para variáveis de resistência 


v; = Yx;ltx, para variáveis de solicitação 
Utilizando o resultado expresso na equação (9.3), chegamos a: 


Yx, = (1-wBVx,) (9.4) 
Observe que para variáveis de resistência, o coeficiente a; é positivo, o que resulta em um fator de redução 


de resistência dx, < 1. Para variáveis de solicitação, o coeficiente a; é negativo, e portanto yx, > 1, 
como esperado. 


Referência nos valores característicos 


Uma alternativa interessante é aplicar os coeficientes parciais sobre os valores característicos das variáveis 
de projeto. Assumindo distribuição normal (FOSM), os valores característicos de variáveis de resistência 
e solicitação são, respectivamente: 


ro = up—kror=uUR1-krVr) 
8 = ustksos=us(L+ksVs) (9.5) 
Coeficientes parciais determinados a partir dos valores característicos, para variáveis genéricas x;, são: 
k 
Ti; = Px Ti 


7 = yet (9.6) 


9.5. DETERMINAÇÃO DOS COEFICIENTES PARCIAIS DE SEGURANÇA 211 


Juntando as expressões (9.5 e 9.6) obtemos: 





bias ei o O) 
a Es = (1 = kx,Vx,) 
o tm UBV) 


Note que a margem de segurança é imposta em duas parcelas, i.e. uma margem é criada na es- 
pecificação dos valores característicos (através da variável kx) e uma margem adicional é imposta pelos 
coeficientes parciais. A parcela (1 — «;8Vx,) dos coeficientes parciais, neste caso, é corrigida pelo termo 
(1 +kx,Vx,). As equações (9.7) mostram como estas duas margens de segurança são interligadas. 

As equações (9.7) tem valor teórica, mas por serem baseadas em uma análise de segundo momento, 
tem uso prático limitado. 





Referência em valores nominais 


Os coeficientes parciais de segurança também podem perfeitamente ser especificados em relação a quais- 
quer valores nominais das variáveis de projeto. Os valores nominais podem representar valores caracterís- 
ticos, conforme visto acima, ou podem ser valores de referência, como um carregamento nominal baseado 
em um período de retorno (ex., vento de 50 anos). Os coeficientes parciais das ações da norma ameri- 
cana ANSI A58, por exemplo, foram determinados em relação aos valores nominais das ações utilizados 
na norma anterior a esta. Em relação a valores nominais x,, O coeficientes parciais são simplesmente 
determinados como: 


. 
Li 
= EE 9.8 
YX; ar (9.8) 


Exemplo 
Seja a equação de estado limite para combinação de carga permanente (peso próprio- D) e carga variável 
(1): 

(X)=R-D-L 


Assumindo distribuições normais para R, De L, com a transformação para o espaço normal padrão 
obtemos: 





90) = mor +uR—YOD— Lp —Y30L — 
Derivando em relação a y obtemos: 
Vg 1 


Q4a= DDD lon;-op,;-oL)” 
Vol Voprop ro 
O coeficiente de redução da resistência fica: 
1— — geBVR re — Loko 
(1 — o1Vr) vVontobri) VE Voatobroi 


PR = U-kRVA) (1— krVR) = (ur — krVR) 


De maneira semelhante, os coeficientes de majoração dos carregamentos ficam: 





 (I-asBVo) (1 sa ué) 
D É (rkoVD)  — (uptkpoD) - 
(11 + é) 
mn - Lavi) Vogrob ros 
(1+kzVL) (ur + kzLOL) 
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Note neste resultado que a margem de segurança 8 é imposta na equação de verificação através dos 
coeficientes parciais dp, Yp € 9 € das respectivas parcelas: 


Bok Boi Boi 


b) b) 
voL+ob +04 Vob+ob+oi vob+ob+oi 








9.5.2 Determinação a partir de análise em nível 3 (FORM ou SMC) 
9.6 CALIBRAÇÃO DAS NORMAS ATUAIS 


Pelo exposto na seção xx, resulta natural que as primeiras normas semi-probabilísticas (versões atuais) das 
normas de projeto estrutural tenham sido calibradas para apresentar um nível de segurança compatível 
com as normas anteriores a estas. Nesta seção, estudamos como o processo de calibração das normas 
atuais foi realizado. A apresentação segue, em linhas gerais, o processo de calibração da norma americana 
ANSI A58 - Minimum Design Loads for Buildings - segundo Ellingwood et al. (1980). O processo pode 
ser dividido em 9 etapas, conforme segue: 


1. Definição do escopo (material construtivo, tipo de estrutura) da norma a ser calibrada; 


2. Seleção dos pontos de calibração: os principais parâmetros de projeto são divididos em faixas disc- 


retas de tamanho aproximadamente uniforme (por exemplo, cria-se faixas de tensão admissível, 
comprimento de vãos, área de lajes, etc). No projeto de prédios, é comum trabalhar com relações 
entre as ações variáveis e o peso próprio, L/D ou W/D. Neste caso, os pontos de calibração passam 
aser L/D=1,2,3,..,0u W/D = 1,2,3,...,; 


As estruturas correspondentes aos pontos de calibração são projetadas segundo a norma a ser 
aposentada; 


Definição das equações de estado limite para a análise de confiabilidade. Estas equações corre- 
spondem às equações normativas, mas devem ser o mais realistas possíveis, i.e., devem evitar as 
aproximações conservativas adotadas nas normas. Por exemplo, mesmo que a norma estabeleça 
um critério de análise linear, a equação de estado limite para a análise de confiabilidade pode ser 
baseada na resposta não linear da estrutura; 


Determinação das propriedades estatísticas das variáveis envolvidas; 


Análise de confiabilidade em nível 2 (FOSM) ou 3 (FORM ou SMC) das estruturas projetadas 
pela norma a ser aposentada. Esta análise resulta em uma estimativa da probabilidade de falha, 
ou do índice de confiabilidade, para cada um dos pontos de calibração identificados acima. Estes 
índices representam uma estimativa quantitativa da segurança proporcionada a estas estruturas 
pelo critério da norma antiga. Resultados típicos obtidos na calibração da norma ANSI A58 são 
apresentados nas figuras 9-1 e 9-2. Observa-se nestas figuras uma variação significativa dos índices 
de confiabilidade obtidos, o que revela a falta de fundamentação probabilística das normas antigas. 
Em especial, observa-se uma acentuada redução do 8 com o aumento da relação Lo/D, ou Sn/Dn 
para as estruturas metálicas (figura 9-1). Estas variações ficam ainda mais evidentes quando se 
inclue a carga de vento (figura 9-2). De maneira semelhante, na calibração da norma americana 
obteve-se 8 da ordem de 4 a 8 para estruturas de alvenaria e da ordem de 2 a 3 para estruturas 
em laminado de madeira. Note-se que os índices de confiabilidade encontrados nesta etapa são, até 
certo ponto, dependentes das distribuições estatísticas adotadas na etapa 6. Este fato não é crítico 
para os resultados uma vez que as mesmas distribuições estatísticas são utilizadas ao longo de todo 
o processo de calibração. 


Seleção do índice de confiabilidade alvo (8,10). Os índices de confiabilidade obtidos na norma 
antiga representam um espécie de consenso a respeito do nível de segurança estrutural, consenso 
este atingido através de um lento processo de otimização, ao longo dos anos, das normas anteriores. 
Não tendo a mesma fundamentação probabilística das normas atuais, é natural que as normas 
antigas revelassem uma variação significativa dos índices de confiabilidade, conforme evidenciado 
nas figuras 9-1 e 9-2. No formato novo, busca-se reduzir esta variação através da especificação de 
um 2,ivo: De maneira a respeitar a experiência alcançada ao longo dos anos, é necessário que o 
Balvo escolhido seja compatível com o nível de segurança da norma anterior. Uma maneira de fazer 
isto é escolher o 5,10 como uma média ponderada dos índices de confiabilidade obtidos no ítem 6. 
Alguma variação do índice de confiabilidade ;e admitida em função de modo /consequência de falhas 
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ou de material estrutural. Na calibração da norma A58, por exemplo, adotou-se os valores imo = 3 
para combinações D+ L, Báivo = 2.5 para combinações D+L+W e Bamwo = 1.75 para terremotos. 
Estes valores correspondem aproximadamente aos índices obtidos nas normas anteriores, como pode 
ser verificado nas figuras 9-1 e 9-2. Para combinação de carregamentos envolvendo terremotos, o 
Balvo é menor do que nas demais combinações, o que pode parecer estranho a primeira vista. Ocorre 
que, apesar das consequências de falhas por terremoto serem severas, as forças envolvidas são muito 
grandes, de maneira que projetar estruturas com elevada confiabilidade contra terremotos se torna 
proibitivamente caro. O índice de confiabilidade B4ivo = 1.75 reflete um balanço entre segurança e 
o custo de construção da estrutura. De fato, é neste balanço de custos que se pode encontrar 0 S,1v0 
mais econômico para cada situação, e nesta direção devem ocorrer os avanços futuros, conforme 
veremos na seção 9.7.1. 


8. Observação dos coeficientes de segurança parciais implícitos na norma antiga. Esta etapa não é 
essencial, mas ajuda a determinar o formato das equações de verificação da nova norma. Para cada 
um dos pontos de calibração determinados anteriormente, reprojeta-se as estruturas de maneira 
a se atingir o índice de confiabilidade alvo. Já no formato da nova norma, verifica-se qual o 
valor dos coeficientes parciais de segurança que resultariam na mesma estrutura, com o mesmo 
Batvo: Resultados obtidos na calibração da norma americana são mostrados nas figuras 9-3 e 9-4, 
para vigas de aço e concreto, respectivamente. Percebe-se nestas figuras que os coeficientes q e 
yp (redução de resistência e majoração do peso próprio, respectivamente), são aproximadamente 
constantes ao longo de todas as faixas de carregamento (L/D e W/D). O mesmo já não acontece 
com os coeficientes y; e yy. Isto significa que, para se atingir o B,ivo de forma constante ao longo de 
todas as condições de projeto, os coeficientes yj e yy teriam que ser variáveis. Na prática, isto não é 
adequado, pois dificultaria a vida do projetista. Busca-se coeficientes parciais que sejam constantes 
pelo menos para determinada classe de estruturas e combinação de carregamentos. Estabelecer 
coeficiente parciais de segurança constantes, no entanto, implica em que o 5 não poderá ser 
atingido de maneira uniforme. 


alvo 


9. Definição dos coeficientes de segurança parciais da nova norma. À opção por coeficientes parciais 
constantes faz com que 0 Saiwo Não possa ser atingido de maneira uniforme ao longo de todo o 
espectro de estruturas pertencentes ao escopo de determinada norma. Ainda assim, busca-se um 
conjunto de coeficientes parciais de segurança que minimize a diferença entre os 8,.'s individuais e 
O Baivo: Isto pode ser feito por mínimos quadrados através da expressão: 


W = ou [Batvo E [spa (6, YD IL NIW» ao 
1=1 


onde w; são pesos que permitem dar preferência a determinadas condições de projeto e 8,; é o 
índice de confiabilidade correspondente ao i-ésimo ponto de calibração. 


9.7 NORMAS FUTURAS 


9.7.1 Otimização do risco estrutural 
9.7.2 Normas probabilísticas 


9.7.3 Índices de confiabilidade alvo 


Em 1971, seis importantes orgãos internacionais relacionados com a engenharia civil se reuniram para 
criar um grupo de trabalho com o objetivo principal de aumentar de maneira geral o conhecimento 
relacionado à segurança estrutural. Este grupo de trabalho, chamado de Joint Committee on Structural 
Safety (JCSS), tem trabalhado nesta missão sob os auspícios de cinco das entidades que o criaram: 


1. International Council for Research and Innovation in Building and Construction, com suporte das 
Nações Unidas; 


2. The European Convention for Constructional Steelwork; 
3. The International Federation for Structural Concrete (fib); 


4. International Association for Bridge and Structural Engineering; 
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5. International Union of Laboratories and Experts in Construction Materials, Systems and Structures. 


Em 2001, este grupo de trabalho publicou um documento intitulado Probabilistic Model Code (modelo 
de norma probabilística), que apresenta as principais diretrizes para a formulação (ou revisão) de normas 
técnicas de projeto estrutural com embasamento na teoria de confiabilidade estrutural. Entre outros 
resultados, este trabalho apresenta uma tentativa de definição de índices de confiabilidade mínimos para 
projetos estruturais. Estes índices são apresentados nas tabelas abaixo. 


Tabela 9.1: Índices de confiabilidade alvo para estados limites últimos. 





Custo relativo da Consequências de falha 
medida de segurança Mínimas Moderadas Elevadas 
Alta 3.1 3.3 3.7 
Normal 3.7 4.2 4.4 
Pequena 4.2 4.4 4.7 


Tabela 9.2: Probabilidades de falha correspondentes aos índices de confiabilidade alvo. 





Custo relativo da Consequências de falha 
medida de segurança Mínimas Moderadas Elevadas 
Alta 1954 5210 4 1107 
Normal 10 1.10 5- 1055 
Pequena 10-5 5- 1078 1.108 





Tabela 9.3: Índices de confiabilidade alvo para estado limite de serviço irreversível. 
Custo relativo da 
medida de segurança Salvo Pg alvo 





Alta 1.3 1104 
Normal 1.7 5- 102 
Pequena 2.3 1.107? 


9.8 FIGURAS: 


B Typical range for 
reinforced concrete 
4 Typical range 
a á for steel 








——"— — — 6 
E raias nes aê 5, 
Gm DL TOS S, = nominal Snow Load 
Cide so Da Eis Os D, = nominal Dead Load 
RC- Grade 60 D+S| 1.05 | 0. L, = basic (unreduced) 
RC-Grade 40 D+S | 1.15 ; 
Steel D+L Eur Load 
Steel D+S b Aç=3Im 
0 0.5 1.0 1.5 2.0 23 3.0 
L/D,orS,/D, 


Figura 9-1: Índices de confiabilidade da norma antiga para combinação de ações gravitacionais. 
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Figura 9-2: Índices de confiabilidade da norma antiga para combinação de ações gravitacionais e vento. 
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Figura 9-3: Fatores de segurança parciais para atingir Baivo = 2.9, vigas de aço. 
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Figura 9-4: Fatores de segurança parciais para atingir Saivo = 2.5, vigas de concreto armado. 
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Figura 9-5: Índices de confiabilidade da nova norma para os fatores de segurança parciais propostos. 
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Apêndice A: Tabela O(—5) 








Valores tabelados da função: P, = &(-8) = 1-9(8) = 1 a AE xP [-22/2] dz = Es NE exp [-22/2] dz. 
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